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内 容 简 介 


本 书 从 基本 概念 出 发 , 结合 实际 应 用 , 系统 地 介绍 了 Birkhof 系统 
的 变 分 方法 、 几 何 结构 及 其 保 结构 算法 . 为 了 使 读者 能 够 循序 渐进 地 
理解 和 掌握 Birkhof 系统 的 几何 结构 和 保 结构 算法 的 构造 , 本 书 首先 
介绍 内 容 所 涉及 的 力学 、 代 数 、 几 何 和 Hamilton 辛 算法 的 基础 知识 ; 然 
后 给 出 了 包含 Hamilton 系统 和 Birkhof 系统 的 最 一 般 Euler-Lagrange 
方程 (组 ) 的 判别 准则 , 并 讨论 了 Birkhoff 系统 对 应 变 分 问题 的 几何 变 
分 原理 ; 最 后 系统 地 讲解 了 有 限 维 Birkhoff 系统 和 有 限 维 Вігкћо 3 
结构 、Birkhoff 多 辛 系统 和 Birkhoff 多 辛 结构 以 及 无 限 维 Birkhoff Ж 
统 和 无 限 维 Birkhoff 辛 结构 . 基于 这 三 种 系统 和 三 种 结构 , 定义 了 有 
限 维 Birkhoff 辛 算法 、Birkhoff 多 辛 算法 以 及 无 限 维 Birkhoff 辛 算法 ， 
并 详细 讲解 了 构造 这 三 种 算法 的 方法 : 生成 函数 方法 、 离 散 变 分 方法 
和 生成 泛 函 方 法 . 

我 们 尽 可 能 系统 地 介绍 了 Birkhoff 系统 的 保 结构 算法 , 希望 这 些 
内 容 对 研究 动力 系统 保 结构 算法 的 研究 生 和 科研 人 员 具 有 一 些 参 考 价 
值 . 
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辛 几何 算法 自 中 国 数学 家 汉 康 和 美国 数学 家 Ruth 提出 以 来 , 发 
展 迅 速 , 获得 了 广泛 应 用 . 辛 几何 算法 为 有 限 维 Hamilton 系统 提供 了 
一 种 有 效 的 数值 方法 . 算法 的 构造 方法 包括 生成 函数 方法 、 辛 Runge- 
Kutta 方法 和 组 合 方法 等 , 定性 分 析 则 包括 数值 KAM 理论 和 后 向 误 
差分 析 等 . 在 实践 中 , 辛 几 何 算法 在 等 离子 体 、 电 磁场 、 量 子 力学 、 天 
体力 学 、 分 子 动力 学 以 及 流体 动力 学 等 领域 得 以 广泛 应 用 , 也 取得 了 
很 好 的 效果 . 1988 年 , 本 书 作者 之 一 秦 备 兆 首次 将 辛 几何 算法 应 用 于 
无 限 维 Hamilton 系统 . 其 基本 思想 是 : 首先 对 空间 进行 适当 的 有 限 差 
分 离散 , 使 得 所 得 的 半 离 散 方程 是 时 间 方 向 上 的 有 限 维 Hamilton 系 
统 ; 然后 利用 辛 几何 算法 对 有 限 维 Hamilton 系统 进行 数值 计算 . 这 种 
算法 保持 了 无 限 维 Hamilton 系统 的 整体 辛 结构 . Bridges 于 1997 年 首 
次 提出 了 无 限 维 Hamilton 系统 的 多 辛 Hamilton 形式 , 此 形式 在 时 间 
方向 和 每 一 个 空间 方向 都 存在 一 个 辛 结构 , 并 在 局 部 意义 上 满足 一 个 
多 辛 守恒 律 . 针对 多 辛 Hamilton 形式 的 数值 算法 主要 有 多 辛 Runge- 
Kutta 算法 等 . 继 Bridges 提出 多 辛 形式 的 概念 之 后 , Marsden 等 人 利 
用 Veselov 离散 力学 的 思想 发 展 了 一 种 变 分 算法 , 提出 了 多 辛 变 分 积 
分 子 的 概念 ， 和 多 辛 Runge-Kutta 算法 一 样 , 多 辛 变 分 积分 子 也 保持 
多 辛 守恒 律 . 

与 一 般 Hamilton 系统 算法 方面 的 发 展 相 比 , 对 受 外 力作 用 和 约束 
的 Hamilton 系统 的 研究 成 果 比 较 少 . Marsden 等 人 研究 了 一 类 受 外 力 
作用 的 Lagrange 系统 和 Hamilton 系统 . 当 外 力 满足 一 定 条 件 时 , 这 类 
系统 会 保持 Hamilton 辛 结构 , 此 时 Hamilton 辛 算法 对 这 类 系统 是 保 
辛 结构 的 . 但 是 , 这 样 相当 于 把 外 力作 用 和 辛 结构 分 开 处 理 , 过 于 简化 
了 外 力作 用 , 而 实际 应 用 中 , 动力 系统 的 几何 结构 和 外 力作 用 之 间 是 相 
KW. 我 们 通过 Birkhoff 系统 很 自然 地 结合 了 两 个 问题 : 受 外 力作 用 
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的 系统 和 具有 一 般 辛 结构 的 系统 . 

Birkhoff 系统 是 R. M. SantillilSan83a,San83b] 于 1978 年 首次 提出 
的 . Birkhoff 系统 是 Hamilton 系统 的 推广 , 是 具有 一 般 辛 结构 的 受 外 
力作 用 的 对 称 系统 . 中 国学 者 梅 凤 翔 等 人 研究 了 Birkhoff 系统 的 对 称 
性 和 守恒 律 [Mei99], 武 际 可 等 人 研究 了 没有 耗 散 项 的 自治 Birkhof 系统 
辛 算法 [2HW99,2HW03], 做 出 了 一 系列 重要 工作 . 笔者 于 2002 年 前 后 提 
出 了 Birkhoff 保 结构 算法 159041, 并 将 Birkhof 系统 及 其 保 结构 算法 推 
广 到 无 限 维 情形 (89105114). 近年 来 , 出 现 了 很 多 研究 Birkhof 算法 的 
SCAR IZHWO2,LLG11,KWM12,XPZL12,KWM12,KWM113,LSG13,GZH13]. 本 书 的 目 
的 是 使 读者 系统 掌握 有 限 维和 无 限 维 Birkhoff 系统 的 几何 结构 , 并 掌 
握 其 保 结 构 算法 的 构造 方法 . 

全 书 共 八 章 . 第 一 章 从 力学 、 几 何 和 代数 三 个 方面 介绍 一 些 基础 
知识 .第 二 章 简单 介绍 了 Hamilton 系统 的 辛 算法 . 第 三 章 讨 论 了 不 
同形 式 的 Euler-Lagrange 方程 的 对 称 性 判别 条 件 , 分 析 了 一 阶 Euler- 
Lagrange 方程 的 对 称 性 , 从 而 说 明 系 统 局 部 辛 结构 和 所 受 外 力 之 间 的 
KA. 在 第 四 章 中 , 我 们 分 析 了 Piaf 作用 泛 函 表示 的 受 外 力作 用 的 奇 
异 Lagrange 力学 系统 的 性 质 , 利用 不 同 的 变 分 方法 讨论 了 Pfaff 作用 
泛 函 问题 以 及 有 限 维和 无 限 维 Birkhof 系统 的 对 应 关系 及 系统 的 几何 
结构 , 并 利用 离散 变 分 构造 了 Birkhoff 系统 的 保 结 构 算法 . 第 五 章 从 
Birkhoff 常 微分 方程 出 发 , 讨论 了 这 种 方程 的 对 称 性 以 及 它 的 Birkhoff 
辛 结构 和 Birkhoff 结构 , 给 出 了 保 Birkhoff 辛 结构 数值 格式 生成 函数 构 
造 方法 . 第 六 章 介 绍 了 受 外 力作 用 的 多 辛 Birkhoff 形式 . 它 是 Bridges 
的 多 辛 Hamilton 形式 向 两 个 方面 的 推广 : 一 是 各 个 方向 的 Hamilton 
辛 结 构 被 推广 到 一 般 辛 结构 ; 二 是 系统 受到 外 力作 用 . 第 七 章 介绍 了 
无 限 维 Birkhoff 系统 及 其 保 结构 算法 , 详细 讨论 了 构造 无 限 维 Birkhoff 
辛 格式 的 生成 泛 函 方法 . 第 八 章 作为 应 用 , 讨论 了 不 同形 式 的 电磁 场 
方程 的 对 称 性 和 多 辛 形式 , 并 讨论 了 其 保 结构 算法 . 书 中 给 出 了 一 些 
数值 算 例 , 并 在 第 五 章 的 附录 中 给 出 了 利用 生成 函数 构造 Birkhoff 辛 
格式 的 详细 推导 过 程 . 

本 书 得 到 了 国家 自然 科学 基金 (No. 10701081, 11071251) 的 资助 ， 
北京 大 学 出 版 社 对 本 书 的 出 版 给 予 了 极 大 的 支持 , 在 此 一 并 表示 感谢 . 


本 书 的 引用 文献 仅 代表 作者 的 研究 兴趣 , 如 果 漏 掉 重 要 的 文献 , 敬 请 谅 
解 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 本 书 错漏 与 不 足 之 处 在 所 难免 , 请 各 位 读者 批 
评 指正 . 


作 者 
2015 年 3 月 


E ж 


第 一 章 “ 一 些 力学 、 几何、 代数 的 预备 知识 oo 1 
$11 ЖОН AA I 1 
812 几何 的 预备 知识 4 

和 4 
РРР e n Im 8 
$13 ”代数 的 预备 知识 11 
lu ЖМИ ео sas st os = pasear tee wieder eee e 13 
qx5 AER аа Salen POs a REICH REM Ee 15 
13.8 ЖАИ 16 
l34 Б ва ays v ook ee Bde sees 21 
ва НО 26 

第 二 章 Hamilton 系统 的 辛 差分 格式 o oe 28 
$21 辛 矩 阵 的 一 些 性 质 . eee 32 
$22 线性 Hamilton ЖЕШНЕН... 33 
823 基于 Padé 通 近 的 辛 格式 66 35 
82.4 非 线 性 Hamilton 系统 的 辛 差 分 格式 39 
§2.5 3E ВК 方法 及 其 相关 方法 42 

2541 名 人 这 RA (3 we eae Ыл? need HS Res 43 
2.5.2 ”对 角 隐 式 辛 К-К 方法 . e 46 
2.5.3 PRK JŠ sss sasa n aredd ioe sue 48 
mod SERRE СЕЗ Укуш жон ЕКА аа КЕЗ 49 
ЗА AIC ОКК ТҮҮЛ ЕЛГЫ А Т ГЕ 51 

=H Euler-Lagrange 方程 的 变 分 对 称 性 .…… …… +2 es 53 
83.1 变 分 对 称 性 ................................. 53 
83.2 二 阶 Euler-Lagrange 方程 的 对 称 性 : «o 57 
§3.3 任意 阶 Euler-Lagrange 方程 组 的 对 称 性 «e 60 
83.4 — Euler-Lagrange 方程 组 的 对 称 性 e 62 


DP eme ke REY уя RR dmm sa tarn 64 
第 四 章 ” 受 外 力作 用 的 系统 的 几何 变 分 方法 65 
84.1 受 外 力作 用 的 几何 变 分 e 66 
4.1.1 受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 和 Hamilton A¥i------ 66 

4.1.2” 受 外 力作 用 的 Legendre 变换 和 Noether EM- 67 

4.1.3” 受 外 力作 用 的 离散 变 分 力学 69 

4.1.4” 受 外 力作 用 的 离散 Legendre 变换 和 Noether EM- --- 72 

842 Pfaff (ЕЛ РАН ЛААХ е 75 
84.3 Veselov PRIESTER rM 82 
844 经 典 场 论 的 变 分 原理 e 90 
845 高 维 Pfaff 作用 泛 函 的 场 论 变 分 e 6&6 93 
846 SAPR RIZR EINER oe 99 
[pu] i rra aasawa Seles WS ers Cunas aaa 103 
SRS ARÉ Birkhoff 系统 的 辛 结构 和 辛 格式 .........…… 105 
85.1 有 限 维 Birkhoff З НЛА. се 105 
5.1 ЖЕҢ BirkhoR Jl - «em hi 105 

5.1.2 Birkhoff 结构 和 Birkhoff 辛 结构 «s 106 

$5.2 Birkhoff 辛 映射 的 生成 函数 e ee eee 110 
5.21 Birkhoff 辛 映射 和 辛 格式 4 66666 110 

5.2.2 Birkhoff 辛 映 射 和 生成 函数 的 关系 e nn 113 

85.3 Birkhoff 方程 的 天 (z,1- 辛 差分 格式 .…… e 117 
5.31 Birkhoff ЖАННИ АВ 117 

5.3.2 构造 Birkhoff 334A 4 6 nn 120 

85.4 带 阻尼 的 振动 方程 的 Birkhoff SEE .-............ 123 
541 Во FH «i M 124 

542 ”数值 实验 130 

Ё EROR y ner mehreren REOR UR pip mes 135 
SENE ЕИО 146 
第 六 章 ” 偏 微分 Birkhoff 系统 的 多 辛 结构 及 多 辛 格式 . .…… ……… 148 
§6.1 多 辛 Hamilton 方程 及 其 推广 149 
56.2 Birkhoff 多 辛 结构 ............................ 152 
863 Birkhoff 多 辛 守恒 律 和 多 辛 格 式 154 


86.4 线性 阻尼 振动 方程 的 Birkhof 形式 . --------------- 158 


t v ps Creer Sater re eee LETERE EERE TEO 164 
第 七 章 AR Birkhoff AMMEMIZBAK------------- 165 
87:1 SOMOS Birkho ЖЩ a ss. 3 nmt 167 
872 ”K(x,t)- 辛 结构 和 生成 泛 函 eee 172 
7.2.1 起- 辛 结构 和 生成 泛 函 S 的 关系 e 173 

7.2.2 ARMS, BY 和 176 

7.2.3 ”生成 泛 函 S',S? ms? eee 178 

7.2.4 一 类 特殊 生成 泛 函 Sí 的 H-J 方 程 eee 183 

§7.3 基于 52, 55 和 51 的 半 离 散 数 值 格式 с 185 
7.3.1 基于 S? 的 半 离 散 数值 格式 eee 185 

7.3.2 FEF S? 的 半 离 散 数值 格式 e n n 666 189 

7.3.3 基于 S* 的 半 离 散 数值 格式 e 6 190 

87.4 ИНА о анан евна COG Hamme eae ss aqa qa 192 
74.1 声波 方程 .ov 192 

7.4.2 TE Maxwell 方程 197 

| c 4 AD ates какша кыеш уыз Oda Ж ems we 200 
第 八 章 ”电磁 场 方程 的 多 辛 结构 0: e 203 
$8.1 电磁 场 方程 的 一 阶 Lagrange 形式 : +--+ + eee 203 
$8.2 ”电磁 场 方程 的 多 辛 Hamilton 形式 «esses 208 
58.3 ”电磁 场 方程 的 多 辛 算法 ee e eee 213 
884 更 一 般 的 Maxwell 方程 的 多 辛 Hamilton 表示 ....……… 217 


аана T E ES DEL a У 219 


第 一 章 一 些 力学 、 几 何 、 代数 的 预备 知识 


在 “问题 原型 的 基本 特征 在 离散 后 应 该 尽 可 能 地 得 到 保持 ” 的 原 
则 指导 下 , 冯 康 首先 提出 “ 保 结构 算法 ”的 概念 . 他 和 他 的 研究 小 组 在 
Hamilton 系统 辛 算法 的 格式 构造 和 理论 分 析 方 面 取得 了 一 系列 成 果 ， 
使 得 “算法 几何 化 ”的 思想 引起 国内 外 学 者 的 极 大 兴趣 . 所 谓 的 算法 
几何 化 , 简单 地 说 就 是 在 构造 一 个 动力 系统 的 数值 算法 时 , 要 尽 可 能 地 
保持 系统 原 有 的 几何 性 质 . 几何 化 的 算法 称 为 几何 积分 . 几何 积分 是 
微分 方程 的 数值 积分 , 同时 它 能 精确 地 保持 (在 伟人 误差 范围 内 ) 方程 
的 一 个 或 多 个 几何 特性 , 比如 保持 能 量 、 动 量 、 角 动量 、 相 空间 体积 或 
面积 、 对 称 性 、 时 间 反 演 对 称 性 、 辛 结构 和 耗 散 性 等 等 . 这 些 几何 特性 
在 物理 中 是 至 关 重要 的 , 因此 , 要 学 习 动力 系统 的 保 结 构 算法 , 首先 应 
该 掌握 动力 系统 的 力学 描述 , 几何 背景 和 涉及 的 代数 知识 . 本 章 我 们 
首先 介绍 一 些 后 面 要 用 到 的 基础 知识 , 分 别 从 力学 、 几 何 和 代数 三 个 
角度 来 讲 [San83,Arn89,FQ09]. 
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17 世纪 , Newton 对 于 自然 科学 的 伟大 贡献 之 一 就 是 提出 了 力学 
基本 定律 F = ma. 假设 一 个 有 n 个 自由 度 的 运动 系统 , 它 的 位 置 向 
Шуа = (q1,… ,9)7, 速度 向 量 为 q = (фс, dn), 加 速度 向 量 为 
d = (di, Ün). 设 这 个 系统 是 一 个 守恒 的 力学 体系 , ENA FR 
示 为 某 个 势能 函数 V = V (q) 的 负 梯 度 : 


8 
F=—5,Via), 


于 是 
mi 一品 Y(g) (1.1.1) 
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这 是 守恒 运动 方程 的 标准 形式 , 它 是 ” 维 空间 R" 中 的 二 阶 微分 方程 
组 , 通称 为 经 典 力学 的 标准 形式 , 其 中 质量 ma) 为 对 称 正 定 矩 阵 . 
到 了 18 世纪 , Euler 及 Lagrange 引进 了 作用 量 : 


L = shee — 8 AT — V. 
这 就 是 Lagrange HM: 
Ца, Ф) = Тф - V(q) = 5 (4,14) — V(Q)- 
他 们 证 明了 在 给 定 初 始 位 置 g(to) = q? 和 终止 位 置 gf) = q! 的 一 切 
假想 轨道 中 , tes a " L(q, d)àt 达到 极 值 的 轨道 就 是 运动 的 真实 
轨道 ,真实 轨道 的 q 满足 变 分 方程 
of L(q,q)dt = 0, 


其 中 ó 是 变 分 微分 算 子 ， 事 实 上 , 这 个 变 分 原理 的 极 值 方程 (Euler- 
Lagrange 方程 ) 


dab OL O 
4 д5 ðq 
就 等 价 于 Newton 方程 (1.1.1). 方程 (1.1.2) 称 为 经 典 力学 的 变 分 形式 ， 
即 Lagrange 形式 , 是 由 个 二 阶 常 微 分 方程 组 成 的 Lagrange 方程 组 . 
到 了 19 世纪 , Hamilton 又 提出 了 另 一 种 方程 形式 . 引进 广义 动量 
p= (pu: bn) L pi = AD 同时 对 Lagrange 函数 L(q, q) 作 Legendre 
变换 , 得 到 Hamilton 函数 
H(p,q) = (p.d) — L(q,q) = (d. md) — L = (p,m^!p) — L 
= (p,m=p) - (T — V(g)) = 5p, mp) + V (a). 


由 此 知道 dH = d(pT d) - dL = ddp 2244. Э 方面 ， ан = 55 


aH 
др 


(1.1.2) 


dq+ 
dp. 比较 这 两 个 关系 式 得 到 


8H . OH 


px Ф= бу (1.1.3) 
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此 方程 组 称 为 Hamilton 正则 方程 组 , 它 是 一 阶 微分 方程 组 , 具有 极 
其 简洁 且 对 称 的 形式 . 其 中 , п 个 自由 度 q = (a. ,qn) 构成 的 空间 
叫做 位 形 空间 (configuration space), 记 为 М; (р, а) 称 为 相 变量 , 其 构 
成 的 2n. 维 相 空间 (phase space) 是 一 个 辛 空间 (symplectic space). 

Lagrange 方程 和 Hamilton 方程 虽然 等 价 地 刻画 了 同一 物理 规律 ， 
但 因为 形式 上 的 差异 , 所 以 在 实际 数值 计算 时 是 不 等 效 的 . 辛 算法 是 
以 Hamilton 方程 为 基本 形式 的 EQ9ia, 因为 : 首先 Hamilton 方程 具有 
非常 简洁 且 对 称 的 形式 , 运动 的 规律 性 在 Hamilton 形式 下 体现 得 最 明 
显 ; 其 次 , Hamilton 形式 相 比 Newton 形式 更 为 广泛 存在 和 普 适 , CH 
盖 了 经 典 的 、 相 对 论 的 、 量 子 的 有 限 或 无 限 自由 度 的 、 耗 散 效应 可 忽 
略 的 物理 过 程 ， 所 以 针对 Hamilton 方程 的 辛 算法 研究 有 广阔 的 发 展 
和 应 用 . 

传统 算法 中 除了 个 别 算法 , 多 数 为 非 辛 算法 , 它们 大 多 数 是 面向 渐 
近 稳 定 系统 设计 的 , 都 含有 耗 散 机 制 以 保证 计算 稳定 性 . 而 Hamilton 
系统 不 具有 渐 近 稳定 性 , 所 以 将 传统 的 非 辛 算法 用 于 解决 Hamilton £ 
统 时 , 这 些 算 法 不 可 避免 地 带 进 人 为 耗 散 性 、 虚 假 吸引 子 以 及 其 他 种 
ARIE Hamilton 系统 本 身 所 有 的 寄生 效应 , 在 长 时 间 计 算 中 将 最 终 导致 
计算 结果 严重 牌 曲 和 失真 . 因此 , 传统 非 辛 算法 用 于 短期 的 、 瞬 态 的 模 
拟 效果 尚 可 , 但 用 于 长 期 跟踪 和 整体 的 结构 性 研究 则 不 行 , 会 引 向 错误 
的 结论 . 

辛 算法 不 含 人 为 耗 散 性 , 先天 性 地 免 于 一 切 非 辛 污染 , 是 “干净 ” 
的 算法 . Hamilton 系统 拥有 两 类 守恒 律 : 一 类 是 相 空间 内 偶数 面积 的 
不 变性 , Bl Liouville-Poincaré 守恒 律 , 它们 在 辛 算法 下 被 自动 保持 ; 
另 一 类 是 包括 能 量 在 内 的 运动 不 变量 , 如 动量 、 角 动量 守恒 律 等 . 另 
Sb, 一 切 辛 算 法 都 拥有 自己 的 形式 不 变量 , 它们 对 于 原 有 不 变量 的 逼近 
阶 与 算法 本 身 的 逼近 阶 相当 . 相关 文献 也 初步 证 明了 在 辛 算法 下 近似 
可 积 系统 的 不 变 环 大 部 分 得 到 保持 , 这 是 著名 的 KAM (Kolmogorov- 
Arnold-Moser) 定理 的 一 种 新 模式 [Ko154,[Am63,[Mos62,[Shang99]， 这 同时 
表明 , Hamilton 算法 的 结构 体系 与 守恒 律 完整 并 行 , 高 度 靠近 于 Hamil- 
ton 系统 原形 , 而 且 拥 有 理论 上 无 限 长 期 的 跟踪 能 力 . 这 就 从 根本 上 保 
证 并 说 明了 Hamilton 算法 的 优越 性 . 因此 , 一 条 正确 计算 Newton 运 
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动 方程 的 途径 就 是 先 把 方程 Hamilton 化 , 然后 运用 Hamilton 算法 : 
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1.2.1 微分 流 形 


流 形 是 近代 数学 中 最 重要 的 概念 之 一 . 许多 物理 问题 中 会 自然 地 
出 现 拓扑 空间 . 例如 , 图 1.2.1(a) 所 示 的 单 摆 运 动 , 它 的 运动 方程 为 


6+ ЦРУ" = 0, 
9 
它 的 位 形 空间 是 图 1.2.1(b) 所 示 的 圆周 , 即 拓扑 空间 51. 同样 , 如 果 我 


们 考虑 图 1.2.2(a) 所 示 的 平面 复 摆 0 < 9 < 360°, 0 < ç < 360°, EM 
位 形 空间 可 用 图 1.2.2(b) 所 示 的 环 面 来 表示 , 即 拓扑 空间 Т?. 


"d 


@) (b) 


(a) (b) 


1.2.2 (a) 平面 复 摆 ; (b) 环 面 
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复 摆 的 运动 方程 为 


ó- 
_ g(2mi + тг) sin 0 — magsin(0 — ф)то(ф21 + 02 Li cos(0 — 2) 
Li(2m; + m3 — тә cos(0 — )) 


ф = 


(тї - ma) cos 0+2sin(6—y) (6? Lı (mı + то) +2 Lama соѕ(0— 2) 
L;(2mi--ma3 – то cos(0 — )) 


S! AT? 都 有 局 部 坐标 , RET ЕГА ВАР Euclid 空间 , 这 就 
引出 了 流 形 的 概念 . 简单 地 讲 , 拓扑 空间 加 上 局 部 坐标 就 构成 流 形 , 也 
就 是 物理 学 家 所 说 的 位 形 空间 . 

已 知 R 是 拓扑 空间 , 若 能 在 R 上 取 定 原点 О, 并 规定 方向 和 单位 
长 度 , 那么 每 一 点 都 对 应 一 个 坐标 , 这 样 就 建立 了 一 个 坐标 系 . 在 一 般 
的 拓扑 空间 上 是 否 能 建立 整体 坐标 系 呢 ? 一 般 来 说 是 不 能 的 . 下 面 以 
地 图 册 的 例子 来 形象 地 说 明 什么 是 流 形 . 我 们 出 行 的 时 候 , 会 用 平面 
地 图 来 指示 方位 . 如 果 将 整个 地 球 的 各 个 地 区 的 地 图 合 订 成 一 本 地 图 
Ж, 那么 在 观看 各 个 地 区 的 地 图 后 , 我 们 就 可 以 在 脑海 中 “拼接 ”出 整 
个 地 球 的 景 貌 . 为 了 能 让 阅读 者 顺利 地 从 一 张 地 图 接 到 下 一 张 , 相 邻 
的 地 图 之 间 会 有 重 又 的 部 分 , 以 便 我 们 在 脑海 里 “黏合 ”两 张 图 . 类 似 
地 , 在 数学 中 , 也 可 以 用 一 系列 “地 图 ”( 称 为 坐标 图 或 坐标 卡 ) 组 成 的 
“地 图 集 ”( 称 为 图 册 ) 来 描述 一 个 流 形 . 而 “地 图 ”之 间 重 秋 的 部 分 在 
不 同 的 地 图 里 如 何 变换 , 则 描述 了 不 同 “ 地 图 ”之 间 的 关系 . 

如 图 1.2.3(a) 所 示 , 将 点 P 与 南极 S 相连 , 设 连 线 PS 或 其 延长 
线 与 赤道 平面 zy 的 交点 Q 的 坐标 为 (u,v), 于 是 可 定义 (и, о) 作为 点 
Р 的 坐标 . 这 样 就 得 到 一 个 局 部 坐标 系 51, 其 定义 域 为 2z > —1, 即 在 
除去 南极 点 S 的 球面 上 点 的 坐标 都 可 以 用 (u,v) 表示 . 类 似 地 , 可 以 
通过 北极 点 N 按 图 1.2.3(b) 的 方法 , 在 除去 北极 点 N 的 球面 上 建立 
一 个 局 部 坐标 系 So, 它 的 局 部 坐标 为 (u,v), 定义 域 为 2z < 1. 

对 于 二 维 球面 52 上 的 点 Pe S, 5, 它 有 两 种 坐标 , 不 难 求 出 
它们 之 间 的 变换 关系 


6 第 一 章 一 些 力学 、 几 何 、 代 数 的 预备 知识 


E u u 
t= u= 
м2 + v2? w+?’ 
e v v 
uU Rot a3 
u^ Tv u^ +> 


变换 属于 C^ 函数 类 . 
下 面 我 们 通过 图 1.2.4 来 简单 示范 流 形 上 函数 可 微 性 的 定义 . 


图 1.2.4 函数 的 可 微 性 


设 M 是 一 个 流 形 , R^ 是 п ЖЕ Euclid 空间 , f 是 定义 在 M 上 的 
函数 : 


f: MR, 
M> P> f(P) 8 R, 
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MK (Ua, pa) HEA P 的 一 个 坐标 卡 , 则 F= fo pzl 为 定义 在 R" 
开 集 上 的 实 函 数 (图 1.2.4). 

我 们 称 pa 为 Ua 的 局 部 坐标 系 , PR Ua 为 pa 的 坐标 邻 域 , FK 
(Ua, pa) 为 坐标 卡 . 所 有 的 坐标 卡 组 成 M 上 的 一 个 光滑 图 册 . 下 面 通 
МАЊЕ (Ua, pa) 来 定义 C” 流 形 M. 

定义 1.2.1 设 M 是 一 个 有 可 数 基 的 Hausdorf 空间 , 给 定 一 个 
图 册 А = {(О.,фа)}, HR: 

(1) {Ua} 是 M 的 一 个 开 履 盖 ; 

(2) 对 Va, 映射 Ya : Ua 一 pa(Ua) 是 一 个 从 M 的 开 集 Ua 到 局 
部 Euclid 空间 R^ 上 的 同 胚 映射 , 如 图 1.2.5 所 示 ; 

(3) A 中 的 任何 两 个 图 册 (Us, ра) fe (Us, рв) 是 Cee 兼容 的 (表示 
U4nUg = Ø, 或 者 UaNUg £ @, B. pacos! : ga (Ua Ug) > ea(Ua Ug) 
是 一 个 微分 同 胚 )， 

则 称 M 为 一 个 n 维 光滑 流 形 , 称 A 为 M 的 一 个 光滑 图 册 . 如 果 
A 包含 所 有 与 它 相 容 的 局 部 坐标 系 , 则 称 4 为 M 的 最 大 光滑 图 册 ， 
此 时 称 (M,A) 为 n 维 微分 流 形 (简称 为 流 形 ), 称 4 为 M 的 微分 


结构 . 
Pal Ua) 
Qa - Cir) 


125 M 的 开 集 同 胚 映射 ea : Ua 一 ea(Ua) (R^ 中 的 开 集 ) 


定义 1.2.2 ik M 和 分别 是 mm 维和 mn 维 微分 流 形 , 连续 映射 
f: M — N 满足 对 于 已 EM 和 JP) e N 的 坐标 卡 (U, p), (Vv), 有 
fU) C V, 且 局 部 表示 f = Yo fog: (0) yV) 是 CK 可 微 的 ， 
则 称 f Ж P ҖЖ Ck 可 微 的 ; wR f 在 每 个 点 PeM RAR Ck sJ 
微 的 , 则 称 f 是 C* 可 微 的 , 或 称 f 是 CF 映射 (图 1.2.6). 
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图 1.2.6 可 微 映射 


1.2.2 切 空间 和 余 切 空间 


S M 是 一 个 n 维 微分 流 形 , Fp 是 所 有 在 点 p= (Pi, ,pn) € М 
附近 有 定义 而 且 在 p 处 可 微 的 函数 构成 的 空间 . 微分 流 形 M 在 pe M 
处 的 切 向 量 Xp 是 指 映射 


Xp: Ze — R, 


CRATER: 

(1) Xp(f) = Xp(9), 4 f,g € Fp fE p 的 某 个 邻 域 相等 时 ; 

(2) Xp(af + Bg) = aXp(f) + BXp(9), Vf, g € Fp, Vo, B € R; 

(3) Xp(f9) = f(P)Xp(9) + g(p)X,(/),Vf,g Є Fp (相当 于 求 导 运 
算 的 莱 布 尼 茨 法 则 ). 

下 面 给 出 切 向 量 的 一 般 定 义 : 

定义 1.2.3 假设 一 个 映射 x :万 一 及 有 下 列 性 质 : 

(1) 线性 性 : 


v(of + Bg) = av(f) + 8v(g, a, 8 € R; 
(2) 菜 布 尼 英 法 则 : 
v(fg) = f(p)u(9) + 9(р)/(Р), 
则 称 Ж M 在 点 p 处 的 一 个 切 向 量 (图 1.2.7). 
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图 1.2.7 点 了 处 的 切 向 量 


id TpM ={ 微 分 流 形 M 在 点 p c M 处 的 全 体 切 向 量 }. 假设 x, 
Fl Yp 是 M 在 点 p 处 的 任意 切 向 量 , 定义 下 面 的 加 法 和 数 乘 运算 : 


(Xp + Yp)(f) = X, (f) Ф Yp(f), 
(kXp)(f) =kXp(f), Vf € Fp, Vk R. 


AE T, M 关于 上 述 运算 构成 向 量 空间 , 我 们 称 其 为 微分 流 形 M 在 点 
p 处 的 切 空 间 . 

定义 1.2.4 由 微分 流 形 上 一 点 p 处 的 全 体 切 向 量 构成 的 向 量 空 
间 TpM 称 为 М 在 点 p 处 的 切 空间 . 

为 了 后 面 便于 理解 切 向 量 的 局 部 坐标 运算 , 下 面 我 们 不 加 证 明 地 
给 出 切 空间 基底 的 有 关 结论 . 

定理 1.2.1 假设 z = (11, ,zn) 是 微分 流 形 М 的 一 个 给 定 的 
局 部 坐标 系 , z0 = (09,---,29) 是 点 卫 的 局 部 坐标 , 则 切 空间 T, M 是 
一 个 n 维 线性 空间 , 它 的 基底 在 给 定 的 坐标 系 下 可 以 表示 为 


NE: 
Or, 2-20" у Orn 2=20’ 
ТРМ 中 的 每 个 切 向 量 v 都 可 以 表示 为 该 组 基底 的 一 个 线性 组 合 : 
д д 
иаа REEL NE "en ER. 


定义 1.2.5 ik V AA F bé =Й), 其 对 偶 空间 V* 为 由 站 
到 已 的 所 有 线性 函数 组 成 的 集合 , 即 V 的 标量 线性 变换 . V* 本 身 是 
瓦 的 向 量 空间 并 且 拥 有 加 法 及 标量 乘法 运算 . 在 张 量 的 语言 中 , V 的 元 
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素 被 称 为 逆 变 向 量 , m V 的 元 素 被 称 为 协 变 向 量 、 合同 向 量 或 1- 形 
x. 

定义 1.2.6 Т.М 的 对 偶 空 间 称 为 余 切 空间 , 记 为 TIM. 余 切 空 
间 的 基 为 


dzi, +++, dz 
它 是 切 空间 基 向 量 š 
的 对 偶 基 . 


定义 1.2.7 三 元 组 (TM, М,т) 称 为 微分 流 形 М 的 切 从 , 其 中 

ТМ = U TpM, 投影 映射 +:TM — M 满足 fr(Xp) =p, VX, € TM. 
рєм 

通常 将 切 丛 (TM, М,т) 简 记 为 TM. 对 于 每 个 pe М, s (p) = ТМ 
ARAYA TM 在 点 p 处 的 纤维 . 

定义 1.2.8 设 f:M 一 NN 是 从 流 形 M 到 流 形 N 的 光滑 映射 ， 
fes 表示 切 空间 的 诱导 映射 , fs: T, M — TN. S m EM E 
46, few 定义 了 一 个 从 切 从 TM 到 切 从 TN 的 切 映射 : 


fe: TM ТМ, 


felt.M = Pace 
特别 地 , Ж N = M = В", RJ 


frz : TeR" > Ty(ayR", 


切 映射 的 几何 意义 如 图 1.2.8 所 示 . 

定义 1.2.9 Ж M 是 一 个 微分 流 形 , Жи Хх: M 一 TM ih 
R moX 是 М 上 的 恒 等 映射 , WAX AM 的 一 个 向 量 场 , 也 称 X 
AmA TM 的 一 个 截面 ; 如 果 X 还 是 光滑 映射 , 则 称 它 为 M 的 一 个 
光滑 向 量 场 . 

微分 流 形 M 的 所 有 光滑 向 量 场 构成 的 集合 记 为 x(M). 
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图 1.2.8 切 映 射 的 几何 意义 
特别 地 , 当 X € x(R") BF, X 的 坐标 表示 为 
ð 
X б alee 
假设 f e C (R^), BAA 
= Sate et 
Xf- Zala) ga 
定义 1.2.10 Ж X 是 微分 流 形 M 的 一 个 光滑 向 量 场 , 光滑 映射 
с: [0,7] 一 M 过 点 c(0) = 27 є М, 且 满 足 
Cat (8) = Хар, Vt € [0,7], (1.2.1) 


其 中 c. 是 映射 c 的 切 映 射 , WAR c(t) AME X 的 过 点 a0 的 解 曲 
线 . 此 时 , 存在 群 作用 映射 p : c[0,T] x [0, T] 一 c[0, T], 满足 


e(z9,0) = 2°, 
plz, ti), t2) = plz, ti +6), tto € [0,7], 
Ж p(a,t) A X 的 流 , 简 记 为 pt. 特别 地 , 4 X Ж Hamilton 向 量 场 
时 , 称 X 的 流 为 相 流 . 
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首先 简单 回忆 一 下 解析 几何 中 向 量 的 点 乘 运算 和 又 乘 运算 . 两 个 
向 量 的 点 乘 也 叫做 向 量 的 数量 积 或 内 积 . 顾名思义 , 点 乘 运算 的 结果 是 
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一 个 数 . 向 量 点 乘 的 运算 公式 为 
a-b= |а||Ь| cos(a, b), 


其 中 (a,b) 表示 向 量 a Fl b 的 几何 夹 角 . 在 物理 学 中 , 已 知 物体 的 位 
É s 以 及 作用 在 物体 上 的 力 Е, 则 力 五 所 做 的 功 W = Fs. 两 个 向 
量 的 又 乘 也 叫做 向 量 的 向 量 积 或 外 积 . 顾名思义 , 又 乘 运算 的 结果 是 一 
个 向 量 . 向 量 义 乘 c = a x b 的 运算 公式 为 


e| = |a x b| = |a||b| sin(a, b), 


向 量 c 的 方向 与 a 和 b 所 在 的 平面 垂直 , 且 方 向 要 用 “右手 法 则 ”来 
判断 (用 右手 的 四 指 先 表示 向 量 a 的 方向 , 然后 手指 朝 着 手心 的 方向 
摆动 到 向 量 b 的 方向 , 大 拇指 所 指 的 方向 就 是 向 量 c 的 方向 ) . 显然 ， 
向 量 的 又 乘 不 遵守 交换 律 , 因为 a x b = —b x a. 在 物理 学 中 , 已 知 力 
与 力 臂 求 力矩 , 就 是 利用 向 量 的 又 乘 . 将 向 量 用 直角 坐标 表示 (三 维 向 
Ж), 若 向 量 а = (a1, az,as), b = (bi, be, bs), 则 点 乘 和 又 乘 的 坐标 计算 
公式 分 别 为 


а: = a,b; + a2b2 + a3b3, 
КАИР 
axb= 


ау az a3| = (azba — bəas,asbi — a1b3, альо — bia), 


bi b2 bs 
其 中 i j,k 为 三 维 空间 直角 坐标 系 的 单位 坐标 向 量 . 


另外 , 还 有 向 量 a = (ai,a2,as),b = (bi, b2,b3),¢ = (c1,€2,¢3) 的 
三 重 积 , 也 称 为 混合 积 : 


liz 


ахь.с= |а be col. 


аз bs cs 


在 三 维 空间 中 又 乘 和 三 重 积 都 有 对 应 的 几何 意义 . ЖЖ а x b 的 
К ја x b| 等 于 以 向 量 a ЯП b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 向 量 а,Ь 
和 c 的 三 重 积 a x b- c 的 几何 意义 是 以 a, b 和 c 为 边 的 平行 六 面体 
的 带 有 正 、 负 号 的 体积 (定向 体积 ). 
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1.3.1 外 积 

一 般 的 向 量 外 积 或 者 称 A 积 , 是 向 量 又 乘 向 更 高 维 空间 的 推广 . 
所 以 , 和 向 量 又 乘 一 样 , 一 般 的 向 量 外 积 在 Euclid 几何 中 就 是 用 来 研 
究 面积 、 体积 以 及 高 维 几何 空间 中 类 似 面 积 和 体积 等 的 几何 量 的 . 和 
向 量 又 乘 一 样 , 一 般 的 向 量 外 积 也 具有 反对 称 性 , Вр 


u^v—-—v^u 


对 所 有 向 量 u 和 o 都 成 立 . 
几何 背景 假设 有 下 面 三 个 三 维 向 量 


al = ayi + ai2j + a13k, 
az = agit + a22 + a23k, 


аз = 4314 + 032] + аззЁ, 
在 a1, 42,03 之 间 引 进 运算 л 如 下 : 


ау 2312 аз 


ал Лаз Лаз = |а аз a23|. (定向 体积 ) 


аз 432 433 


该 运算 具有 下 面 的 性 质 : 
(1) 多 重 线性 性 : 


ал ^ (b + yc) Лаз = B(ay ЛЬ Лаз) + 7(a1AcAas3), B,y€R; 
(2) 反 交 换 性 : 
а Ла Лаз = а Л ај Лаз = a2 Лаз ^ ал. 


# ai = Q2, 则 


a; Aaz Лаз = 0. 


将 A 运算 所 满足 的 多 重 线性 性 和 反 交 换 性 加 以 抽象 , 就 是 一 般 的 
向 量 外 积 的 概念 . 
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假设 el,ez,es Æ R? 中 的 一 组 基 (不 一 定 是 正 交 基 ), 向 量 a1,a2,as 
可 以 表示 为 
ал = Ql1el + ал2е2 + алзез, 
a2 = 021€1 + a22e2 + Q23e3， 
аз = 031€1 + азге + аззез. 
例 1.3.1 三 个 向 量 al az, as 的 外 积 为 
aj 912 Q13 
ај Ла Лаз = |а аә 423|€1^ €2 Лез. 
431 032 433 


例 1.3.2 两 个 向 量 al aa 的 外 积 为 


алі ал12 @12 13 
а Лаз = el ^ €2 + ез ^ ез 
a21 Q22 a22 023 
Ai2 A23 
Q13 а 
es Ле. (1.3.1) 
a23 021 
Аз\ 


在 R? 中 , 坐标 平面 eies 是 由 坐标 向 量 e; 和 eo 确定 的 坐标 平 
Hi, 其 他 两 个 坐标 平面 ezes 和 езе 类 似 . 假设 向 量 a, 和 ao 张 成 的 
平行 四 边 形 是 A: 
A = {т € R?|z = aa; + Bas, 0 < o, 8 < 1). 
ал Aaz 的 几何 意义 如 图 1.3.1 所 示 , 就 是 由 a; 和 as 在 坐标 平面 
上 的 投影 所 张 成 的 平行 四 边 形 . 所 以 (1.3.1) К Ао, Az 和 Agi Ж 
示 的 项 分 别 等 价 于 平行 四 边 形 A 在 坐标 平面 eiez, егез 和 esel 上 的 
投影 , 即 
А 投影 到 坐标 平面 eie» 是 Ai, 
А 投影 到 坐标 平面 ezes 是 Az, 
А 投影 到 坐标 平面 ese: 是 Аз. 
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1.3.1 外 积 算 子 A 的 几何 意义 


1.3.2 外 形式 


设 R 是 实数 域 , V 是 п 维 实 线性 空间 , V 中 的 元 素 用 u,v 等 表 
ж, V 有 一 组 基 {e1,… ,en}. 对 = 0,1,… ,n, 构造 实数 域 上 新 的 线 
性 空间 即 所 谓 的 -形式 线性 空间 AY 如 下 
“4k =0,1 Bf, 
A =R, Al=V. 
4 k = 2 时 , 作 如 下 定义 : 
定义 1.3.1 A? 由 所 有 形 如 


Y ai(ui ^ w), 
i 


的 元 素 组 成 , 其 中 ai € R, uvi € V, 并 对 Vu,v € V, 要 求人 满足 下 
列 条 件 : 
(1) 多 重 线性 性 
(отчу + огиз) Av = a (u: Av) + a2(u2 ^ v), 
u A (a1 v1 + A202) = o1 (u ^ vi) + a2(UA vo); 


(2) 反 交 换 性 : 


uNv=—-vAu4; 
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(3) или = 0. 
ило WE и Fe o 的 外 积 . A? 的 元 素 称 为 2- 形 式 . 
在 给 定 基 {e1,… ,en} 时 , 我 们 有 


De di e о, В: € R, i=1,---,n, 
i=1 ici 
则 根据 ^ 的 多 重 线性 性 和 反 交 换 性 得 到 


алъ = (5 е) A (5 Ae. 
i=1 i=1 
= Y aif; (ei A еу), 
ij 
因为 e; A €i = 0,e; A e; = —e; A ei, 所 以 
алъ = У (0:8; — oj; 8:)е; ^ ej. 
i<j 
由 此 可 见 , 线性 空间 A? 的 元 素 是 特殊 形式 ei ^e; (1<i<j<n) 的 线性 组 
合 . 因此 {eiAejjisi<jcn 是 A? 的 一 组 基 . A? 的 维 数 为 C2 = 200. 
其 元 素 的 一 般 形式 为 
Qijei Ле, о; ЄВ. 
1<i<j<n 
4 3 < k < n 时 , 可 以 类 似 于 A? 定义 Ak. Ak 的 元 素 称 为 -形式 . 
显然 , k- 形 式 是 多 重 线性 形式 . kb- 形 式 也 称 为 外 形式 . 
1.3.3 微分 形式 


假设 M 是 一 个 微分 流 形 , TM 是 其 切 从 . 

É M 3 x= w(z) € AF(T: M), TIM 是 所 有 M 上 的 光滑 1- 形 式 
组 成 的 集合 . M 上 的 微分 -形式 , 在 代数 上 可 以 视 做 M. 的 余 切 空间 上 
的 反对 称 多 重 线性 形式 . 若 z 有 局 部 坐标 (z1,… ,zn), Ш dai, ,dzn 
为 基 的 线性 空间 称 为 微分 空间 , 该 空间 的 元 素 是 微分 1- 形 式 : 


w = ai(z)dzi 十 … 十 an(z)dzn. (1.3.2) 
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在 微分 空间 上 , 利用 上 一 节 所 讲 的 方法 可 构造 微分 2- 形 式 


У) ai(z)dri ^ dz; (1.3.3) 
1<i,jgn 
以 及 微分 -形式 
w(z)- M aii, (z)dzi, A лат, (1.3.4) 
DESEE 


其 中 ai... i (z) € F(R") 是 R” 上 的 光滑 函数 , 可 以 看 做 微分 0- 形 式 . 
对 于 f € F(R"), 显然 有 


性 质 1.3.1 (微分 形式 的 性 质 ) 假设 o 是 微分 k- 形 式 , тп 是 微分 
UE A, MA 

(1) d(w + n) = dw + dn; 

(2) d(w An) = dw An + (—1)% ^ dn; 

(3) d(dw) = d2 = 0. 

证 明 (1) 由 微分 形式 的 定义 容易 得 到 . 

(2) 不 妨 假设 


w = a(z)dz; A++ Лат, n= b(m)dz; A- Ллах. 


H A 运算 的 定义 , 我 们 有 


d(w An) = У Oa лах ^: Ada, Adzi A: A dz, 
i=1 
ы Oa ðb 
= 2. (кде tas) dz; ^ dzi, ^: Ada, Adzj, ^: Adr; 


n 
à 
= ban dz, A dri, As Adri, Айту A: A drj, 


n 


ab 
+) aga (dei, A+++ A dzi, ^ dz; A daj, ^: A day, 
i=1 


= dw An + (-1)*u A dn. 
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) dw = Y gan dn л---лан, 


d(dw) = des E) Ada; ^ dz, A: eA dz, 
1 
n nmn Фа 
ар Баа On: dz; A dz; | ^dzi, A+: ^ dzi, 
j=1 i=1 
=0, 


i=1 j=1 j=1 i=1 


ED sss dej Adz УУ ge T шла) 


о 


NI 
P aw 
Me: 
Me: 

Ф 
Ele 
£| 
+ 
Me: 
mM- 
Sle 
Ф 


= Jenna n 
mi 


定义 1.3.2 一 个 双 线 性 的 、 非 退化 的 反对 称 2-5 X w: MxM 一 
R 称 为 辛 形式 , 即 w 满足 

(1) 反对 称 性 : w(u, v) = —w(v,u),Vu,v € M; 

(2) 非 退 化 : 若 对 Vo € M, 有 w(u,v) = 0, WA u = 0. 

定义 1.3.3 配备 了 一 个 辛 微分 形式 w 的 微分 流 形 M 称 为 辛 流 
É, 记 为 (M,w), 其 中 w 称 为 M 的 辛 结构 . 

定义 1.3.4 假设 M 和 N 分 别 是 m 维和 n 维 微分 流 形 , р 是 从 
M 3) N 的 光滑 映射 , 则 可 以 把 N 上 的 微分 有- 形式 w 拉 回 到 M 上 的 
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微分 -形式 ptu: 
Juw(z)( ,Ek) = ш(ф(ж))(ф»&1,--- pik), 
HP G,---,& € T; M. Ж рио A ш HARSH (图 1.3.2). 


13.2 微分 形式 的 拉 回 映射 


事实 上 , 切 映射 pe: Т.М 一 TyN 会 诱导 出 对 偶 空间 也 就 是 余 切 

空间 上 的 对 偶 映 射 
EU 

因为 对 偶 映射 的 方向 与 切 映射 的 方向 相反 , 因此 称 为 拉 回 映射 . 微分 流 
形 上 的 微分 形式 是 切 向 量 场 的 线性 泛 函 , 微分 流 形 之 间 的 映射 p 诱导 
出 微分 流 形 上 微分 形式 的 拉 回 映射 p*, 即将 微分 流 形 N 上 点 y = e(z) 
处 的 微分 形式 拉 回 到 微分 流 形 M 上 点 т 处 的 微分 形式 . 例如 , 对 0- 形 
A, 即 微分 流 形 N 上 的 函数 f(y), 利用 微分 流 形 M 到 N 的 映射 o, 
可 将 N 上 的 函数 f 拉 回 到 М 上 的 函数 g(z) = pg*f(z), 如 图 1.3.3 所 
Zh. 


图 1.3.3 微分 0- 形 式 的 拉 回 映射 


在 选 定 流 形 的 局 部 坐标 后 , 可 以 给 出 更 具体 的 拉 回 映 射 表达 式 . 假 
设 wi(y) 是 微分 流 形 N 上 给 定 的 微分 1- 形 式 : 


wi(y) = ai(y)dw € A1(N), 
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可 拉 回 得 到 微分 流 形 M 上 的 1- 形 式 
ди 


Ork 


z" (as(g)dy) = (е(а)) Y ^ SM dry € АЧМ). (1.3.5) 
k=1 


给 定 微分 流 形 N 上 的 kÇ 
Wt (y) = xti (йи A ee A dya, 
它 可 拉 回 得 到 微分 流 形 M. 上 的 形式 


eG") = уран UE) 


O(ya + Vin) 


Lan a 056) 


拉 回 映射 具有 下 列 性 质 : 
(1) 线性 性 : 


daj,A---Aday,. (1.3.6) 


Ф" (aur + Виз) = aqui + Bg*wa, wi,w2 € AF(N), a, B € R; 
(2) 外 积 交换 性 : 

@* (wi Awe) = q*wi ^ "ио; 
(3) 连续 性 : 

p:M 一 Nb:N 一 也 
(pop) = @* op". 
定义 1.3.5 假设 p:M 一 N 是 一 个 Cr ЖУА, X € x(M). 
Hyp 定义 的 X 的 推 前 映射 为 
pX =Teo X097! € x(N), (1.3.7) 


其 中 Typ 是 由 р 诱导 出 的 切 映射 . 
定义 1.3.6 pK 633 X e xM) fe Y e x(N) 满足 TpoX = 
Y oo, ДЖ X de Y 是 pA, A X LY (图 1.3.4). 
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图 1.3.4 向 量 场 X # Y pAK 


注 1.3.1 微分 流 形 之 间 的 映射 р 会 诱导 出 微分 流 形 上 张 量 场 之 
间 的 映射 . 对 切 向 量 场 , 产生 推 前 切 映 射 px; 对 微分 形式 , 导致 方向 相 
反 的 拉 回 映射 p*. 它们 的 对 偶 性 表现 为 


(p*w, X). = (w, Pe X)y-e(a)- 
上 式 两 端 是 在 不 同 微分 流 形 上 的 函数 : 
(e*w,X) e X(M), (w,e.X) € F(N). 


定义 1.3.7 微分 形式 o 称 为 闭 形式 , 如 果 dw = 0. 

定义 1.3.8 微分 -形式 o 称 为 恰当 形式 , 如 果 存在 (k 一 1)- 形 式 
т, 使 得 ш = dn. 

定理 1.3.1 如 果 w 是 恰当 的 , 则 w 是 闭 的 ; K Z <. 

定理 1.3.2 (Poincaré 引 理 ) 在 星 形 区 域 上 , 闭 微 分 形式 即 是 恰 
当 微分 形式 . 
1.3.4 李 导 数 和 缩 并 


Hyp: R” > R” 是 一 个 微分 同 胚 , H Y e X(R") 是 Rn 上 的 一 
个 光滑 向 量 场 . 

定义 1.3.9 向 量 场 Y 的 拉 回 pY ZR” 上 的 光滑 向 量 场 , 满足 
下 面 的 表达 式 : 

(e"Y)(z) = (De !)(y)Y(y) = ez'(vy)Y(vy) y= ф(х), 
д 

其 中 D= 页: 

定义 1.3.10 ik X fe Y 是 Rm" 上 的 两 个 光滑 向 量 场 ,YY 对 义 的 
李 导 数 定义 为 4 

LxY = TAP, |. 
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HP Oh 2 X "ik. 
定理 13.3 iE X # Y Z R^ 上 的 两 个 光滑 向 量 场 , 则 有 
(1) (O8Y)F = é(Yóx f), VF € C* (R7); 
(2) Фк) = #&(X p), vf e C9 (R^); 
(3) LxY = [X,Y], 其 中 [,.] 为 李 括号 . 
证 明 (1) 由 定义 1.2.10 得 到 
(ФУ) f(a) = (df (ж), (6&Y)(z)) = (AF (@),Ddx'()¥(y)) (u = 故人) 
= (Dos (y)) df (2), Y (y) 
= (4(/ o фу (y), Y (y) 
= df(y.Y(y) (F=fodx') 
= (Yf)(u) = (Y Alek (2) 
= e&(Y f)(z) = e&(Y f(óx (м)))(ж) 
= e&(Y (ox /))(@). 


D FUEN = Spe) = хво) 
= (XA) (а) = é% (X p), 


其 中 X, 是 x 的 局 部 坐标 . 
(3) 因为 对 Vf e C™(R"), 有 


(ху) = (ФУ), = Lexx D), 
= ((ФЕХ)Ү (OR f) - Ok Y ox" X Pleo 
=XYf-YXf =(X,YIf, 

所 以 

LxY = [X,Y]. 0 
与 (3) 等 价 的 就 是 关于 李 括 号 [, .] 的 Jacobi 恒等式 . 由 (3) 知道 ， 
对 任意 光滑 向 量 场 X,Y,Z e Y(R?), 有 


Lx[Y, 2] = [LxY, Z] + [Y; Lx Z]. 
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上 式 显然 等 价 于 Jacobi 恒等式 . 
定义 1.3.11 对 Vo € A*(R?), w 对 向 量 场 X є (В) HES 
数 Lxw 定义 如 下 : 


Тү ш). 
定理 1.3.4 EH X € XR”) 的 李 导 数 , 有 如 下 性 质 : 
(pa ok Dagh am: f € Cm (Rn)， 即 函数 f яй» X 


的 李 导 数 是 f 沿 方向 x ror 
(2) Lx 是 一 个 斜 导 数 , 即 对 Voi,» € AF(R?), 有 


has ca T 
D. ao = dm 


Lx(aui + Swe) = aLxwı + BLxwe, o, B € R, 


Lx(wl ^о) = Lxwi Aw +41 人 Lxwo2; 
(3) Lxd = ах. 
证 明 (1) 因为 GORS = (Xp), ALA 
d " " 
Lxf = FOP) _„= XN = Xf 
(2) 显然 Lx 是 双 线 性 的 , 又 有 
Leta A = ET ло), 
а " P 
= ain ^ koal 
d ue 2% 
= (абод, o) A +a A о 
= Lyw Aw 十 wl A Lxwy. 


(3) 由 于 对 vo є A*(R"), 有 


t=0 


m d = - d, 
Lxdw = Fordo) = geo 


de 
= dS oul = Wisa; 


所 以 Lxd = dLx. 
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定义 1.3.12 Ж X c X(R^), Н w € A*(R?), w fe X hH (A 
HA w 与 向 量 场 X 的 内 积 ) ixw 定义 如 下 : 


ixw(£,-::, 6i) = W(X, £- ,&-—1), & €TeR”, i— 1, ,k- 1. 
显然 上 式 定义 了 一 个 从 -形式 到 (kk 一 1)- 形 式 的 映射 ix, PP 
іх: AK(R?) 2 A*-1(R?). 
特别 地 , ix f «0, Vf € C”(R”) = A(R”). 
fj 1.3.3 ik (x,y,z) € RB, 则 有 


iə (dz Ady) = dy, ia,(dz^dz)- —dz, ig,(dy Adz) = 0, 


2] 
KP o, = Z. 


PE 1.3.2 de X 0 À R^ 上 的 任意 微分 形式 ,we A(R"), WA 
iy(w A 0) = (iw) A0 + (—1)¥w A (2,0), v € X(R?). 


EH 1.3.5 i o € A*(R?), wo € A(R”), A 
(1) ix 具有 下 面 的 性 质 : 


ix(aiwı + aa2w2) = aliXw1 + agixwe, 01,0» € R, 


ix (wi A we) = ixw, ^us + (-1fu Aixu»s; 


(2) igxtgy = fix + giv, Vf, g € C”(R”), X,Y € X(R"); 

(3) ixdf =Lxf, f € C? (R"); 

(4) Lx = ixd + dix; 

(5) Lyx = fLx +df Aix. 

定理 根据 李 导 数 的 性 质 和 定义 1.3.2 即 可 得 证 . 

定理 1.3.6 we A*(R"), X de X; (i=0,---,k) ZR" 上 的 向 
3X3, TRA 

(1) (Lxw)(X1,-++ , Xk) = Lx (wi, --- ‚Хь)) 


= Yi Le Xi, X). 
$—1 
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(2) Bs Xise, Xk) 


Nit L/Lx,(w(Xo,--- , X5 --- ,Хь)) 
i-o 
+P (0-1) (х, Xj, Xo, --- XS Xe Xk), 


i<j 
其 xm X; 分 别 表示 不 含 Xi 和 X; 项 
证 明 (1) 根据 微分 形式 拉 回 映射 的 定义 知道 


(#уш)(Х‹,- ,KE) = wle (а) (Gh. X, Ф, Xk) 
= d (ш(Фу' Хз, 0x" Xx) (ФУ (z)) 
= d (wloz Xi Ox Хь)), 


再 根据 李 导 数 定义 1.3.11 及 其 性 质 得 到 
(xa) Xn) =F (Ow) X] 
= i o6 X1, XD] 
k 
-Lx(w(Q, X8) У 0G; s Lx Xi, +++) Xk). 
i=1 


(2) 用 归纳 法 证 明 . 当 k = 0 时, 显然 成 立 , 因为 df(X) = Lx f, f € 
C™(R”) = A*(R?). Ж (2) XE k — 1 WH, 下 面 证 明 对 也 真 . 由 (1) 
得 


do(Xo,X1,::: , Xk) = (¿xÍ do)(Xi,:: : , Xk) 


= (Lx,w)(X1,-++ , Xk) — (dixow)(X1,... , Xk) 
=Lx(w(X1, +++) Хь))—, Yos s Lx X: Xx) 
—(dix,w)(X1,--- , Xk). 


这 里 ixow € AHR”), 由 归纳 假设 知 
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(dixow)(X1,... , Xx) 
k 
= CY" Lx (xo, ‚++ ,Хь)) 
i=1 


+ E CDSixe(Dx Xj COREE. CREED, CREED. ©) 
1<i<j<k 


k 
=Y C1 Ex (w(Xo, X1, ‚++ ,Xk)) 
i=1 


+ У) (DH wL Xj, Xo Xo Xe Xk). 


1<i<j<k 
这 样 , 我 们 可 得 
dw(Xo, X1,... , Xk) 


k 
= Lx, (w(X1,- 27" ,Xk)) + у \(—1)%ш(Х\, ps ,LxoX;, а , Xk) 
j=l 
k А ES 
+ CY Lx (о (Хо, ‚Ж, X) 
i=1 
+ > (—1)3o(Lx,X;, Xo X4 X; X) 


1<i<j<k 


k 
= Y SCA Lx, (Хо, Xa) 


i=0 


+У (0-1) (Lx, Xj, Xo,--- Xu Xe XR). 
i<j 
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= Hamilton 系统 的 辛 差分 格式 


本 章 主要 介绍 几 类 常见 的 Hamilton 辛 算法 及 其 性 质 . 

Hamilton 系统 具有 许多 内 在 的 特性 , 比如 它 的 相 流 保持 相 空间 的 
面积 和 体积 不 变 , 保持 形式 能 量 和 动量 不 变 等 , 特别 是 相 流 保持 相 空 间 
的 辛 结构 不 变 , 这 也 是 Hamilton 系统 的 重要 特征 之 一 . 事实 上 , 辛 结 
构 不 变 本 身 就 隐 含 了 相 空间 的 面积 和 体积 的 不 变性 . 因此 , 我 们 在 数 
值 求解 Hamilton 方程 时 , 也 希望 能 保持 这 一 特征 . 能 够 保持 辛 结构 不 
变 这 一 特性 的 差分 格式 就 是 辛 格式 , 即 从 上 一 步 到 下 一 步 的 迭代 映射 
(也 称 为 步 进 映射 ) 是 辛 映 射 . 

i H Æ 2п 个 变量 pi ,pn,q1,… ,gn НРА, 则 Hamilton 
方程 是 

P= На, d= Hp, (2.0.1) 


其 中 p= (pi1,… ,pn)T,g = (q1,… ,qn)T. 为 了 表达 方便 , 我 们 记 


pi zu 
: aH 
Р Oz 
zz " |, H= š : 
qı Zn+1 OH 
Е : Ozon 
Qn Z2n 
0 d. 
J- А (2.0.2) 
-In 0 


其 中 n 是 п 阶 单位 矩阵 , J 的 逆 矩 阵 J-1 = JT = —J. 利用 这 些 记 
号 , 方程 (2.0.1) 可 以 表示 为 
dz 


- JH. (2.0.3) 
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函数 H 称 为 该 系统 的 Hamilton BA. 

用 gt, 表示 方程 (2.0.1) 的 相 流 (指向 量 场 J-1 H, 的 相 流 ), 后 面 
简 记 为 gt. 由 Hamilton 力学 的 基本 定理 知道 , 任何 一 个 Hamilton 系 
统 的 解 是 一 个 单 参数 辛 群 , 用 Sp(2n) 来 表示 . 由 此 可 见 , Hamilton JJ 
学 是 建立 在 辛 几何 基础 上 的 . 因为 局 部 地 看 每 一 个 2n. 维 流 形 都 同 胚 
T R?” 的 质点 的 邻 域 , 所 以 为 了 简单 起 见 , 我 们 仅 考 虑 经 典 的 相 空 间 
в? = Вл x Rz, 其 中 Rz 为 动量 空间 , Rz 为 构 形 空间 . 

Hamilton 系统 相 空 间 配 备 着 一 个 标准 辛 形式 或 称 标准 辛 结构 , 也 
就 是 一 个 闭 的 微分 2- 形 式 


wJ = Y dz; A dzn+i = HE ^ dqi, (2.0.4) 
i=1 i=1 
即 对 于 R” 中 的 每 一 点 z, CEA z 的 切 空间 TR?” 上 的 反对 称 双 
线性 形式 : 
wj(&,m) =€7 Jn, VE, € T:R”, 
其 中 J 是 标准 反对 称 矩 阵 (2.0.2). 
4 w: R?” 一 R” 是 一 个 从 点 ze R” 到 点 w(z) e В?" 的 可 微 
映射 , 则 其 Jacobi 矩阵 为 


o бш 
дш Ж n zan 
д. = : : 
à wn "m" Owen 
Oz1 Ozon 


对 于 每 一 个 点 z ER”, 映射 w 诱导 出 一 个 从 点 z 的 切 空间 到 点 w(z) 
的 切 空间 的 线性 映射 w,(z), BI 


£- (6. ы) u= We, ce. 
对 于 每 一 个 R2* 上 的 2 形式 o, 它 同样 诱导 出 一 个 在 R” 上 的 
2- 形 式 ш*ш: 


` ap Qe mw 2n 
wole n)a = o (926, ИЕ En € T:R”, 
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见 定义 1.3.4. 
Ж w(E,n)z =€7A(z)n, A(z)? =—A(z), WA 
ш", п). = €7B(z)n, 
其 中 


B(z) = CETT 


定义 2.0.1 RR w 是 R” 上 的 一 个 微分 同 胚 , 如 果 ш 保持 标 
准 辛 结构 , 即 ow wy = шу, 也 就 是 


T 
(52) зде Ed (2.0.5) 
则 称 ш 是 一 个 正则 变换 或 标准 辛 变换 . 标准 辛 变换 w 的 Jacobi Ж 
FEE. 
正则 变换 的 几何 意义 见 图 2.0.1. 


图 2.0.1 正则 变换 w 的 几何 意义 
按照 常 微分 方程 理论 , 方程 (2.0.1) 至 少 在 (z,t) 局 部 存在 一 个 R” 
上 的 单 参数 群 gt, 满足 
g =id, gt? = gt. де. 
假设 z(t) ТЕ t = 0 处 的 初始 值 为 zo, 则 方程 (2.0.1) 的 解 可 写成 
z(t) = g'zo. 


从 前 面 关于 Hamilton 方程 基本 性 质 的 讨论 知道 , 对 一 切 t, gt 是 一 个 
正则 变换 , 即 


(ws = шу. 
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这 就 引出 下 列 相 空间 面积 守恒 律 : 


/ шј = él WJ, 2- o? c R”, 
gto? = 


Í wy nus = | wy ^UJ, 4- 链 ACR”, 
gtot g^ 


/ wa Ner | WJ ^: Л шј, 2п-% о?" с R?^. 
gto?” gan 


最 后 一 个 等 式 就 是 Liouville 相 体积 守恒 律 . 

另 一 些 类 型 的 守恒 量 是 能 量 和 所 有 首次 积分 . 一 个 光滑 函数 p(z) 
称 为 系统 (2.0.1) 的 首次 积分 当 且 仅 当 对 一 切 (z,t) RE w(gtz) = 
ф(х) SUF (e, H) = 0, 这 里 (.,.) 为 Poisson 括号 . 所 以 Hamilton PR 
数 互 是 对 应 Hamilton 系统 的 首次 积分 . 上 面 的 标准 辛 结构 (2.0.4) 能 
够 推广 到 更 一 般 的 辛 结构 一 一 一 个 非 奇 异 的 闭 微分 2- 形 式 


wk 一》 Ki (z)dz; A dz;, (2.0.6) 


i<j 


妈 

окт). = € K(z)n, K(z)"=—K(z), det K(z) #0, 
其 中 K (2) = (Ка). 

定义 2.0.2 (K(z)- 辛 变换 ) 一 个 微分 同 肛 w : R2n >R” 称 为 
KK(z)- 正 则 的 或 KK(z)- 辛 的 , 如 果 wwr = ug, PP 


ач 
(=) K(w(2)) 2 = K(z). (2.0.7) 


Darboux 定理 告诉 我 们 所 有 的 辛 结构 是 等 价 的 : 通过 合适 的 坐标 
变换 z — w(z), 一 般 辛 结构 (2.0.6) 可 以 变 为 标准 辛 结构 (2.0.4), ВП 


у? К. (z)dz Adz; = Y du; A du;. 
i<j i<j 
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§2.1 ” 辛 矩 阵 的 一 些 性 质 


定义 2.1.1 一 个 2n BER S 是 辛 矩阵 (简称 为 辛 阵 ), oR 
STIS =J. (2311) 


所 有 辛 阵 组 成 的 群 称 为 辛 群 , 用 Sp(2n) KER. 
定义 2.1.2 一 个 2n HEM B 称 为 无 穷 小 辛 阵 , 如 果 


JB+B™J=0. (2.1.2) 


所 有 无 穷 小 辛 阵 配备 运算 [A,B] = AB — BA 构成 一 个 李 代数 ， 
用 sp(2n) 来 表示 , 它 是 辛 群 Sp(2n) 的 李 代数 . 

下 面 不 加 证 明 地 给 出 一 些 命题 , 它们 将 直接 或 间接 用 于 Hamilton 
系统 辛 算法 的 构造 . 

命题 2.1.1 X S € Sp(2n), X |S| = 1. 

命题 2.1.2 X S є Sp(2n), M S7! — —STJ = J- ST J. 

命题 2.1.3 X S є Sp(2n), W] SIST = J. 


命题 2.1.4 as-(2 5). яж A,B,C, D Ж n ИЧЕ, N) 
5 为 辛 阵 的 必要 充分 条 件 是 


ABT —-BAT=0, CDT-DCT-0, ADT- BCT = 
ATC-CTA-0, BTD-DTB-0, ATD-CTB.-I. 


命题 2.1.5 FEM 
I B f O 
бї” ND HY 
ЖФ] BA 3 BT = B, DT = D. 
命题 2.1.6 Ж ie € Sp(2n) 当 且 仅 当 A = DT. 
命题 2.1.7 Ж S = M-—!N є Sp(2n) HORS 


МЈМТ = NJNT. 
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命题 2.1.8 st ( ы » Pu € Sp(2n) 当 且 仅 当 


Q. =Q, Q"-Q. 
命题 2.1.9 3 B c sp(2n), W] exp(B) € Sp(2n). 
命题 2.1.10  Besp(2n), E |1+В|50, ñj F-(I-B) (I-B) € 
Sp(2n), 称 之 为 B 的 Cayley 变换 . 
命题 2.1.11 若 В є sp(2n), 则 
(B?")TJ = Ј(В?"), mezt. 
命题 2.1.12 3 B є sp(2n), й] 
(B2mtAyT y = —J( B+), тє 2+. 
命题 2.1.13 Ж f(z) BASRA, Н B є sp(2n), й] 
f(BT)J = Jf(B). 
WM 2.1.14. 3 h(z) 是 奇 次 多 项 式 , Н B € sp(2n), W| h(B) € 


sp(2n), PP 
h(BT)J + Jh(B) = 0. 
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Hamilton 系统 (2.0.1) 称 为 线性 的 , 如 果 Hamilton 函数 A(z) 是 
2 的 二 次 型 : 
H(z) = 52705, СТ = С, 
且 J 是 一 个 标准 反对 称 阵 : 


J- os .JgT2-J2J^3, |J|=1. 
=h 0 


于 是 正则 方程 (2.0.1), (2.0.3) 变 成 


<= = pz Beg CHG, (2.2.1) 
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其 中 B 是 无 穷 小 辛 阵 . 方程 (2.2.1) 的 解 为 
z(t) = g'z(0), g! =exp(tB), (2.2.2) 


BD gt 是 无 穷 小 辛 阵 tB ЮДА. 由 命题 2.1.9 知 它 是 辛 阵 . 
现在 考虑 二 次 型 F(z) = 527 Az. 两 个 二 次 型 H ЯП F BS Poisson 
括号 同样 是 二 次 型 : 


{H, F} = 37 (AJC —CJA)z. 


定理 2.21 二 次 型 F EAM Hamilton 系统 (2.2.1) 的 不 变 积分 


的 条 件 可 表达 为 下 述 四 个 等 价 条 件 之 一 : 
F((exp(tJ ^! C))z) = F(z), (2.2.3) 
{H, F) = 0, "- (X24) 
(exp(tJ~1C))? A(exp(tJ~!C)) = A, (2.2.5) 
АЛС = СТА. (2.2.6) 


在 文献 [Fen85] 中 对 方程 (2.2.1) 提出 了 一 些 辛 格式 . 第 一 个 辛 格 
式 为 Buler 中 点 格式 : 


pu m (2.2.7) 
4 2 
其 中 + 为 时 间 步 长 , 变换 zh o zh 由 下 列 关系 式 给 出 : 
Hons, F=¢(-3B), A= 1 E D (2.2.8) 


显然 , F, 是 无 穷 小 辛 阵 -3B 的 Cayley 变换 , 根据 命题 2.1.10 知 它 是 
F. 

第 二 个 格式 为 可 分 Hamilton 系统 交叉 显 式 辛 格式 . HK Hamilton 
系统 为 可 分 的 , 若 H(p,q) = U(p) + V(q), 它 的 线性 形式 如 下 : 


1 p 1 1 
H(p.g) = 5(р",4")8 C) = 5р"Ор+ 54" Уч 


= U(p) + V(a), (2.2.9) 
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dp) 
0 V 
UT =U 正定 , Н VT = V. 这 时 正则 方程 (2.0.1) BH 


dp dq _ 
go Ve dt | 


其 中 


05 (2.2.10) 
交叉 显 式 辛 格式 为 


1 k+ł 
zo — pt) = W (2.2.11) 


: Саи -%%) 2 ukt, 


其 中 p 在 整 时 刻 = kr 上 计算 , 而 q 在 半 时 刻 t 二 (r+ 1) т ЕФ 


算 . 变换 
p pet 
z= E TR Ram PF 
由 下 式 给 出 : 
zen = pk 
其 中 


-1 
-=( 1 à E pA (2.2.12) 
Е Er On WE 


由 命题 2.1.5 易 证 上 式 右 端 乘积 也 是 辛 阵 . 
823 ”基于 Padé Ж ЭТНЕ} з, 


如 果 轨 道 z(t) = gtzo 是 满足 初始 条 件 z(0) = zo 的 线性 Hamilton 
方程 (2.0.1) 的 解 , 相 流 gt 的 Jacobi 矩阵 就 是 它 本 身 exp(tB). ABA, 
Jai exp(tB) 的 最 简单 的 办 法 就 是 利用 Padé 837. 我 们 首先 考虑 对 
exp(z) AYA HEN: 


exp(z) ~ v = gim(z); (2.3.1) 
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其 中 
c.  (l+m—k)!m! 
nim (2) > Па туь — Bi " (23:2) 
1 
(lL+m— К) 
dim (2) > T+ mk- AT a. (238) 
对 每 一 对 非 负 整数 (L, т), 利用 Taylor 级 数 展开 , 得 到 
exp(z) 一 aa = o(Jr|"*), |z| — 0. (2.3.4) 


称 gm 为 exp(z) 的 1+m Bt Padé 逼近 . “4 І = m BJ, Ж gu 为 Padé 
对 角 逼 近 . 

定理 2.3.1 ЖВАКАЊЕ. 对 于 充分 小 的 |t|, ga (tB) 是 
FRY BAS 1 = т, ЁР gu(z) 是 exp(z) 的 Padé 对 角 通 近 . 

证 明 充分 性 设 mu(z) = f(z)+h(z), du = f(z)— h(z). 令 f(z) 
是 偶 次 多 项 式 , h(z) 是 奇 次 多 项 式 . 为 了 证 明 gu(tB) є Sp(2n), 我 们 
仅 需 证 明 下 面 的 等 式 成 立 : 


(f(tB)-+h(tB))J(f (tB)+h(tB))"= (f(tB)—h(tB)) J(f(tB)—h(tB))”. 
(2.3.5) 
由 命题 2.1.13 和 命题 2.1.14 ЖП, (2.3.5) 式 的 左边 为 


(f(tB)+h(tB))J(f(tB™)+h(tB"))= (f(tB)+h(tB))(f(tB)—h(tB)) J. 
(2.3.6) 
同样 , (2.3.5) 式 的 右边 为 


(f(tB)—h(tB))J(f(tB™)—h(tB"))=(f(tB)—h(tB))(f (tB)+h(tB)) J. 
(2.3.7) 
比较 (2.3.6) RA (2.3.7) zÑ, 它们 的 右边 显然 相等 , 因此 左边 也 相等 ， 
所 以 (2.3.5) 式 成 立 . 
必要 性 不 失 一 般 性 , 假设 ! > m. 因 多 项 式 di (£B)J dis (ЕВ) 的 
阶 高 于 多 项 式 nim(tB)Jnim(tB) 的 阶 , 故 (2.3.5) 式 不 能 成 立 . D 
FHER 2.3.1 中 给 出 exp(—z) AY Padé 逼近 中 前 面 的 几 项 . 从 
exp(—2) 的 Padé 逼近 , 容易 导出 exp(tB) НИЈЕ. 由 定理 2.3.1 知 
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$2.3 基于 Padé 逼近 的 辛 格式 


0ZT 


x tah 


Ol ёё 


(u1) SIH oped ТЕЕ 
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道 , 位 于 表 2.3.1 对 角 线 上 的 有 理 式 所 构造 的 差分 格式 都 应 该 是 辛 格 
R. 我 们 将 表 2.3.1 中 m = ¿,1 = j 的 元 素 记 为 (ij). 
TGR (1,1) ( 即 1= 1,m = 1) 对 应 Euler 中 点 格式 


k+1 


ght — yk + TB (at 4 zkH), (2.3.8) 


FOD = ф00(тв), Ф000) = — 


此 格式 具有 2 阶 精度 . 
元 素 (2,2) 对 应 的 差分 格式 为 


gk = zk + Bet + gry E 12 C at —z**1, (2.3.10) 


(2,2) (2,2) (2,2) Lio 89 
FED = ф22(тВ), PA = —5—À$, — (2311) 
1— 2 "E 12 
此 格式 具有 4 阶 精度 . 
元 素 (3, 3) 对 应 差分 格式 
РЇ — gh Pe F(t $ gen DB. — gk) 
spi 
+ (zk + 2+), (2.3.12) 
A Аг x 
3,3) _ 4(3,3) (3,3) 1+9 110+ 190 
FE) = ф89(7В), #90) =—4— 9 S, (2313) 
1-2 +107 120 
此 格式 具有 6 阶 精度 . 
元 素 (4, 4) 对 应 差分 格式 
Po E A E E a E ETT 
2% = z" + z +z Яра" (z^ — zFH) 
3 B? 4 p4 
+ (zË + 2+1) + = ^ — z+), (2.3.14) 
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FA) = $44) (7 B), 

a NE (2.3.15) 

4690) - L2 * 28 * St * 1680 
i Pw 


21 28 84 T 1680 


此 格式 具有 8 阶 精 度 . 
由 (2.3.4) 式 和 定理 2.3.1 可 以 证 明 下 面 的 结论 : 
定理 2.3.2 线性 系统 (2.2.1) 的 差分 格式 


z**! = gy(rB)z*, 1—1,2,.-- 


是 21 阶 精度 的 辛 格式 . 
§2.4 JFE Hamilton 系统 的 辛 差分 格式 


下 面 给 出 非 线 性 Hamilton 系统 的 几 个 常用 的 辛 差分 格式 . 
用 中 心 差分 格式 离散 方程 (2.0.1), 得 到 Euler 中 点 格式 [Fen85] 


zk+1 + =) 
ae; ds 


2 (2.4.1) 


其 步 进 映射 F, : 2 э zk+l 是 非 线性 的 , 易 求 得 它 的 偏 导 数 


Dzk+1l xs zh + zk 1 9zk+1 1 
mec uo Hes ( 2 ) (ar +š). 


zk+1 


k 
z 
= 的 Hessian 


这 里 Hee (2757) эш H(z) 在 点 z = 
矩阵 整理 得 到 步 进 映射 的 Jacobi ЕРЕ ( 记 做 Jr, ): 


zh zk =F k+l 十 gk 
Ir. (1 gres ( 5 )) (r+ zn. (2 ; I 


4 r 充分 小 时 , KINE TJ- He U— =) 是 非 奇异 的 , WJ F, 
是 Cayley 变换 , 故 F, EFH. 
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值得 注意 的 是 , 和 线性 方程 不 一 样 , 非 线 性 方程 的 首次 积分 (2) 
包括 H(z), 不 一 定 能 被 以 上 格式 精确 保持 , 它 只 满足 近似 守恒 律 : 


(201) = p(z")  o(r?). 


性 质 2.4.1 # f(z)= 52712 (L Ast ASEM) 是 Hamilton 系统 
的 一 个 二 次 守恒 律 , 则 它 也 是 Euler 中 点 格式 (2.4.1) 的 守恒 律 . 
证 明 由 于 


(ze +2), 一 一 
= 


Е k+l 4 zk 
= (цен! esa Hs [m : š )) 


k+1 k 
= (ен + 2%), FJ LH; (==) =0, 


其 中 (.,.) 为 标准 内 积 , 最 后 一 个 等 号 是 利用 f(z) 为 原 Hamilton 系统 

的 守恒 律 得 到 的 , 从 而 有 (La, zk) = (Г, zkt1). 
注 2.4.1 5 Euler 中 点 格式 一 样 , 由 Padé 逼近 表 中 对 角 线 上 其 

他 的 式 子 构造 的 辛 格式 也 能 保持 原 Hamilton 系统 的 所 有 二 次 守恒 律 . 
下 面 来 看 梯形 格式 


ign =#) J^ n?) TH, — (242) 
它 的 步 进 映射 的 Jacobi 矩阵 为 
Jp, = (1- 243 Ha) (1+ 547 Haz"). 


这 个 矩阵 一 般 是 非 辛 的 , 因此 以 上 的 梯形 格式 是 非 辛 的 , 但 是 此 格式 可 
以 通过 一 个 变换 修正 成 一 个 辛 格式 , 参见 文献 [Dah75,QZZ95, WT03]. 
引入 非 线性 变换 


& = p(2*) = 2" + SIH, (20), 
2.4.3 
ЕК = p(zk+1) = zkH 十 2 H(z"). ( ) 
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上 两 等 式 相 加 , 得 
gh gH 一 zk uH. 37^ (Hz (z^) + He(z**1)). 
将 梯形 格式 (2.4.2) RAER, 得 
ЕСЕК = uk zhtl uel uk 一 2zk+l. 


"m ii аы 代入 (2.4.3) 中 的 第 二 式 , 得 


k k+1 k k+1 
ka ТЕНЕ T 1-1 E HE 
£ а ke. ( 2 , 


此 即 Euler 中 点 格式 
eel eka 7J-1H, (° LE) . 
定理 2.41 梯形 格式 (2.4.2) 保持 如 下 辛 结构 [WT03: — 


2 
J+ T Has (2) Has (2), (2.4.4) 
Bp 


Ozkt1 
Ozk 


k+1\T 2 
(>) (J + Hes) Gh) 


2 
=J+ Hes(2*)J Hse(2). 


利用 非 线 性 变换 (2.4.3) 及 命题 2.1.7 的 结论 , 直接 计算 即 可 证 明 
定理 2.4.1. 

Ж 2.4.2 对 可 分 Hamilton AHR, PP Н(р, 4) = U(p) + V(q), 可 
构造 显 式 辛 差分 格式 [Ruth83,Fen85]， 可 分 Hamilton 方程 和 显 式 辛 格式 
分 别 为 


dp _ da _ 

"i Va(a), ap »(P), (24.5) 
J 

(ФЕ! — p") = —Va(gtt2), 

lg gH) = U, (pht1). (2.4.6) 


т 
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k+1 


步 进 映射 F. : ( p ) = ( p ) 的 Jacobi 矩阵 形 如 
q 


ki P AERE 
=i 
у? -{ І z) к pu 
tor, I б ur 
由 命题 2.1.5 知 此 Jacobi 矩阵 是 辛 阵 . 


性 质 2.4.2 X f(p,q) = pTLg 是 方程 (2.4.5) 的 守恒 律 , MEH 
离散 形式 


(ре) Lat? = (рк) La 


是 差分 方程 (2.4.6) 的 守恒 律 . 
证 明 因为 f(p,q) 是 原 Hamilton 系统 的 守恒 律 , 所 以 有 


(Lp, Up(p)) — (14, Va(q)) = 0. 

又 因为 
(Uy (p**), Грк!) = (gem rat) | 
(Valat è), а=) = (PT гань), 


整理 得 到 


(Lp*+1, q**3) = (Lp*, 4%). 
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Runge-Kutta 方法 (简称 R-K 方法 ) 因为 便于 计算 , 所 以 应 用 广 
iz. 但 遗憾 的 是 , 显 式 R-K 方法 通常 不 是 辛 格式 ， 不 过 , 对 一 类 特殊 
的 Hamilton 系统 一 一 可 分 系统 , 我 们 可 以 构造 类 似 于 R-K 方法 的 辛 
格式 , 而 这 些 格式 本 质 上 是 显 式 的 . 
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2.5.1 多 级 辛 R-K 方法 


考虑 如 下 的 Hamilton 系统 : 
dpi = _ OH 
es (2.5.1) 
da _ OH 
dt др 


其 中 H = H(py ,png , dn) Ж Hamilton 函数 , 不 显 式 依赖 于 
时 间 t. 系统 (2.5.1) 被 称 为 自治 Hamilton 系统 . 对 于 显 式 依赖 于 时 
[8] Еа, 可 以 通过 引进 两 个 新 的 自 变量 , 使 它 变 成 自治 系统 
(2.5.1) 的 形式 [Qin9dl. 

首先 将 上 面 的 方程 改写 成 


Z ITH, = ](®. (2.5.2) 


方程 (2.5.2) 的 单 步 s 级 R-K 方法 具有 以 下 格式 ( 称 为 R-K 格式 ): 


zH = gh т Df(¥), 

one (2.5.3) 
к=з” TY ais f(¥5), t=1,---,8, 

j=l 

其 中 r = ter t (k =0,1,---), bai (5j = 1,… ,s) 是 实 的 参数 . 
— R-K 格式 的 性 质 ( 相 容 性 、 精 度 、 稳 定性 等 ) 完全 由 这 些 参 数 所 
决定 . 在 R-K 格式 (2.5.3) 中 , 如 果 当 j >i (i = 1,… ,s) 时 , aij = 0, 
则 所 有 的 Y, 可 以 通过 Yi... Yiu 显 式 表示 称 这 样 的 格式 为 显 式 
К-К 格式 . 如 果 当 j > i (i = 1,… ,s 一 1) 时 , ai = 0, 并 且 在 对 角 线 
上 有 某 些 аң Z 0 (1 < i < s), 此 时 每 一 个 都 可 以 通过 解 一 个 2n HE 
的 方程 


yi= z ry ДЕ) наи), ies (54) 

j=1 
得 到 , 称 这 种 格式 为 对 角 隐 式 R-K 格式 . MER R-K 格式 既 不 是 
显 式 的 , 也 不 是 对 角 隐 式 的 . 隐 式 RK 方法 为 了 求 Y, 每 计算 一 步 都 
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要 求解 一 个 s x 2n 维 的 方程 组 , 当 方程 组 是 非 线 性 时 , 需要 迭代 求解 ， 
导致 不 小 的 计算 量 . 因此 , 在 实际 计算 中 , 人 们 往往 偏爱 显 式 R-K 格 
R. 但 隐 式 格式 却 有 优 于 显 式 格式 的 稳定 性 , 所 以 我 们 不 能 忽视 它 . 

1964 年 , Butcher 提出 一 种 表示 格式 (2.5.3) 的 简便 方法 vtcher64， 
称 之 为 Butcher 向 量 法 , 即 用 如 下 向 量 表 表示 格式 中 的 参数 : 


(2.5.5) 
br 


其 中 6 = Shay (i = 1. , 这样 ,一 个 RK 格式 可 以 由 向 量 表 


j=1 
(2.5.5) 中 的 向 量 来 确定 . 向 量 表 (2.5.5) 称 为 Butcher Ж, 这 种 表达 形 
式 称 为 Butcher 表 式 . 
定义 2.5.1 dw X, (2.5.3) 的 步 进 映射 是 辛 的 , PP Jacobi 矩阵 
Oat ACER, MALERE R-K 格式 
定义 2.5.2 一 个 s 级 的 RK 方法 , 满足 简化 条 件 B(p),C(n), 
D(C) 分 别 是 指 如 下 条 件 满足 : 


BC) Te?! = 1, 1<k&<p, 
C(n) : Аск! = ie 1<k<n, 
D(C): (BETA = E(B? - (697), 1<k<ç, 


JP AX s MBB b 和 c s 维 向 量 . 

Butcher 在 1964 年 证 明了 下 列 定理 [Bvtcher64; 

定理 2.5.1 如 果 一 个 RK 格式 的 系数 A,b,c， 满 足 简化 条 件 
B(p), Cm), D(C) (p < n+ (€ + 1, Bp < 2n - 2), MH RK 格式 有 
p 阶 精 度 . 
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记 对 角 和 矩阵 dig(b1,… ,bs) 为 B, M = ВА + АТВ 一 bbT. Fil 
我 们 介绍 一 个 RK 格式 为 辛 格式 的 充分 条 件 . 这 个 条 件 首先 由 Sanz- 
Serna 于 1988 年 给 出 [SS88]. 

定理 2.5.2 如 果 M = 0, 则 格式 (2.5.3) 是 辛 的 . 

PE 2.5.1 特别 地 , 对 于 非 约 化 的 R-K 格式 ( 若 一 个 s ARK Z 
法 不 能 等 价 降级 为 小 于 s 级 的 R-K 方法 , 则 称 它 为 非 约 化 的 ), M = 0 
ЖФ R-K 格式 的 充分 必要 条 件 . 

下 面 介绍 两 个 辛 R-K 格式 : 1 级 和 2 级 Gauss-Legendre 格式 . 4 
ci (i 二 1,… ,5) 为 平移 Legendre 多 项 式 Q。(z) 的 零点 : 


Qs(x) = Р, 人 一 3) š (2.5.6) 
BES = (022 — 1)*}. (2.5.7) 


再 令 此 R-K 格式 满足 简化 条 件 B(s),C(s), 于 是 从 B(s) 即 hit = 
i=l 
x (Е=1,<- уз) 可 解 出 Bi (i= 1, з), TIA C(5) 即 Y ayet! = 
j=1 


Ec (ki= 1, ,5) TARIH ay (hj = 1,.… ,3), 由 此 一 个 RK 格式 得 
以 确立 . 通过 这 种 方法 构造 的 R-K 格式 称 为 Gauss-Legender 格式 . 
我 们 给 出 s < 2 时 Gauss-Legendre 格式 对 应 的 Butcher 表 : 


s=1: 


1 1 
2 2 (2.5.8) 
1 
s=2: 
1 3 一 2V3 
4 12 
342/3 1 
5 z (2.5.9) 
1 1 
2 2 
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可 以 看 出 , s = 1 时 的 格式 就 是 我 们 所 熟知 的 Euler 中 点 格式 . 而 
且 不 难 验证 , Butcher Ж (2.5.8) 和 (2.5.9) 均 满 足 辛 条 件 M = 0, WE 
们 都 是 辛 R-K 格式 . 更 进一步 ,有 以 下 结论 : 

定理 2.5.3 Gauss-Legendre 格式 是 具有 2s 阶 精度 的 辛 格式 . 

证 明 要 证 明 是 辛 格式 , 只 需 证 明 M = 0. 因为 Gauss-Legendre 
格式 满足 简化 条 件 D(s), C(s), B(2s), 所 以 有 


~ liz 1 1 
у baye = rna = с) = 15 _ 7029 
i=l 
s s 
= Y bids? _ у бандар, 
i=l i=1 


即 得 


s 
Y ba + b;aji = bib)! zo dies. 


i=1 


由 于 c1,… ,cs 互 不 相等 , 因此 M = 0. 由 定理 2.5.2 知 该 格式 是 辛 格 
xt. 


由 定理 2.5.1 知 , 该 格式 具有 2s 阶 精 度 . 
2.5.2 HARRE R-K 方法 


在 这 一 小 节 里 , 我 们 给 出 一 些 对 角 隐 式 辛 R-K 格式 , 这 些 辛 格式 具 
有 计算 方便 、 稳 定性 能 好 (都 是 代数 稳定 的 ) 的 优点 , 参见 文献 [QZ92， 
SSA91]. 

我 们 考虑 满足 条 件 M = 0 的 s 级 对 角 隐 式 R-K 格式 . 不 失 一般 
ВЕ, 假定 b; Z0 (i=1,---,8). Ф M = 0, A 


bib; — Балу — bjaji = 0, 1,7 =1,--- 8+ (2.5.10) 


如 果 by = 0, 那么 Бар = 0 (i = 1 … ,s), 则 此 方法 等 价 于 一 个 级 数 小 
F в 的 方法 , 即 此 方法 是 可 约 化 的 . 
定理 2.5.4 如 果 s 级 对 角 隐 式 R-K 格式 满足 条 件 М = 0, 则 可 
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以 将 它 表 达成 以 下 Butcher 表 : 


c bi 

"eos 

2 

b2 

сә by ose 

2 

be d a 

ЕТ: (2.5.11) 


bs 


其 中 а= уь. TII “++ 48; bo = 0. 
证 明 “格式 是 对 角 隐 式 的 因此 a; = 0 (j > i), 且 满 足 M = 0, 


即 
bib; bia — bjaji — 0, ij =1,2,---, 8, 

故 
b е 
Qij = bj, а = i-1,-,58, i» j. 


推论 2.5.1 XX R-K 格式 不 能 满足 条 件 M = 0. 
ik 2.5.2 Butcher Ж (2.5.11) 不 能 满足 简化 条 件 C(2). 
下 面 我 们 给 出 s < 3 时 的 对 角 隐 式 辛 R-K 格式 : 


s=1: 


T 
2 (2.5.12) 


© 


(2.5.13) 


1 
4 
3 
4 


nie [SI Ble 


1 
4 
1 
2 
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(2.5.14) 


其 中 a = 1.351207, 它 是 多 项 式 623 — 122? + бх — 1 的 实 根 [Cooper87]. 
上 面 三 个 格式 的 精度 分 别 为 o(7?), o(7?),o(73). 

推论 2.5.2 # Butcher Ж (2.5.14) 的 对 角 元 素 变 为 对 称 情况 
(ai = a33), Bp 


(2.5.15) 


则 此 格式 达到 4 阶 精度 . 
2.5.3 辛 P-R-K 方法 
本 小 节 介绍 可 分 Hamilton 系统 的 辛 R-K 方法 . 假设 Hamilton PR 
数 为 
H(p,q) = U(p) + V(q), (2.5.16) 
对 应 可 分 Hamilton 系统 为 
dp 


—.—-Va(a) = f(a). 
mcm (2.5.17) 


“4 = Up) = g(p). 


若 方程 组 (2.5.17) 的 第 一 个 方程 用 一 个 R-K 格式 离散 , 而 第 二 个 方 
程 用 另 一 个 R-K 格式 离散 , 这 样 的 离散 方法 称 为 分 块 R-K 方法 , 即 
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P-R-K 方法 , 对 应 两 个 Butcher 表 : 


(2.5.18) 


Cs|Gs1 *** Gss 


它们 合 起 来 构成 P-R-K 格式 的 Butcher Ж. 
应 用 Butcher 表 (2.5.18) 对 方程 组 (2.5.17) 进行 计算 , 得 到 


Р, = p" +7) ,af(Q)), 


ur i=1,---,8, 
Qi =a" +r) Asf(Pj). 

ЖЕТ (2.5.19) 
р"! =p" +T bif(Qi), 


dcl 


5 
q'*! =q" +7} Big(P;). 


i=l 
定理 2.5.5 如 果 P-R-K 格式 (2.5.19) 的 系数 满足 下 面 的 条 件 : 
M £ biAij + Bjaji – biBj=0, i,j =1,---,8, (2.5.20) 
那么 这 个 P-R-K 格式 是 辛 格式 [AS93,SSM92,Sur90,Sun93]. 
2.5.4 3 R-K-N 方法 


下 面 考虑 一 类 特殊 的 二 阶 常 微分 方程 组 , 这 类 方程 组 可 以 通过 降 
阶 变 为 Hamilton 系统 . 
考虑 二 阶 常 微 分 方程 


Ü= f(y- pa), Y= (Y1 Yn) E R”, (2.5.21) 


Ж (у) = (Л (р), ЛС) 是 某 一 标量 函数 的 梯度 . 方程 组 (2.5.21) 


可 以 降 阶 成 
(2) -( д | (2.5.22) 
y f(y) 
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这 里 将 yy (J — 1, n) 视 为 一 组 新 的 未 知 变量 . 因为 f(y) 是 某 一 
标量 函数 的 梯度 , 我 们 不 妨 假设 f(y) = = 而 (2.5.22) 式 可 以 改写 为 


如 下 形式 : 
дН (у, ý) 
nur" 
(2) т EA : а 


ду 
其 中 Н(у, y) 是 标量 函数 , 满足 


这 样 的 Hamilton 函数 不 唯一 , 不 妨 令 H = ji — u(y), a = 
f(y). KE (2.5.23) 就 是 Hamiltion 系统 . 

方程 (2.5.23) 如 下 形式 的 离散 格式 称 为 Runge-Kutta-Nystróm 
格式 (简称 R-K-N 格式 ): 


gi = уо + cirjo +T? Y agf(g), i=1,---,8, 
ja 
yi = yo + To +7? Y ^b; f (g;), (2.5.24) 
s da 
th = go > b;f(g;). 
j=l 


相应 的 离散 方法 称 为 R-K-N 方法 . 格式 (2.5.24) 的 Butcher 表 为 
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定理 2.5.6 如果 格 式 (2.5.24) 的 系数 满足 


b; = b;(1 = cj), i= 1, ^r? 285 (2.5.25) 
biaij — bjaji + bib; — bib; =0, i,f=1,---,8, (2.5.26) 


则 它 是 辛 格 式 . 
定理 2.5.6 的 证 明 参 见 文献 [Sur89]. 我 们 仅 指 出 : 在 条 件 (2.5.25) 
下 , 条 件 (2.5.26) 等 价 于 


biaij _ b;aji + b;b;(c; _ ci) m0, 143421,-.:.,8. (2.5.27) 


[А593] 
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给 定 一 个 偏 微分 方程 ， 判 定 它 是 否 为 某 个 变 分 问题 的 Euler- 
Lagrange 方程 , 就 是 所 谓 的 变 分 反问 题 . 这 在 有 限 元 方法 以 及 非 线性 
波动 理论 等 许多 问题 的 研究 中 是 一 个 很 重要 的 组 成 部 分 . Hamilton 方 
FEMI Birkhoff 方程 就 是 由 Euler-Lagrange 方程 变化 而 来 的 . 在 历史 上 ， 
数学 家 应 用 泛 函 分 析 的 方法 对 一 般 空间 中 算 子 位 势 性 质 的 最 早 研 究 是 
Vainberg 给 出 的 判别 准则 , 但 是 正如 文献 [AH75] 中 指出 的 , 给 出 的 结 
果 很 抽象 ,“ 不 宜 为 大 多 数 应 用 数学 家 和 工程 师 们 所 了 解 "，” 所 以 , E 
到 1973 年 , Scott 等 人 在 他 们 的 一 篇 关于 孤立 子 的 有 名 的 综述 文章 中 
还 认为 : 尚 无 一 种 一 般 的 方法 , 可 据 以 证 明 一 个 方程 没有 Lagrange РЁ 
Ж. 事实 上 ,Tonti 在 1969 年 就 将 Vainberg 给 出 的 结论 运用 到 不 同 
类 型 的 微分 方程 , 引出 了 一 些 具体 的 判别 法 则 [rens9]. 这 一 工作 为 Fin- 
layson 所 继续 [Fin72a,Fin72b] .1975 年 , Atherton 和 Homsy 在 上 述 工作 的 
基础 上 , 运用 泛 函 分 析 的 方法 得 出 了 n 阶 非 线性 偏 微分 方程 是 Euler- 
Lagrange 方程 的 一 组 充分 必要 条 件 AH75. 文献 [ 层 规 彰 等 81] 又 指出 
了 文献 [AH75] 中 多 余 的 条 件 , 并 就 方程 本 身 是 未 知 函数 及 其 各 阶 导 数 
的 多 项 式 , 探讨 了 这 类 方程 的 结构 . 在 讨论 一 般 方 程 的 辛 结构 及 多 辛 
结构 时 , 判断 方程 决定 的 算 子 的 位 势 性 也 是 很 必要 的 , 所 以 在 这 一 章 我 
们 将 从 方程 的 对 称 性 出 发 , 给 出 一 套 方便 使 用 的 方程 及 方程 组 的 对 称 
性 判别 准则 , 并 以 此 讨论 多 辛 Hamilton 方程 和 多 辛 Birkhoff 方程 的 对 
称 性 . 


83.1 ” 变 分 对 称 性 
首先 我 们 要 介绍 一 些 这 里 要 用 到 的 符号 和 基本 概念 ， 为 了 方便 ， 


我 们 在 Euclid 空间 R^ 表示 的 局 部 坐标 空间 上 进行 以 下 讨论 , 局 部 空 
间 上 的 结果 也 可 以 推广 到 光滑 的 微分 流 形 上 . 
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4 X c R" 是 一 个 有 光滑 边界 OX 的 连通 开 集 , М 表示 一 类 定义 
在 R^ 上 的 光滑 函数 集合 . 通过 Lagrange 函数 (и) 定义 一 类 泛 函 


rw = J Lav, (3.1.1) 


F u = u(x) € M, z € X, L(u) 可 以 看 做 关于 z, u 及 u 的 导数 的 
光滑 函数 , 在 第 八 章 就 电磁 场 方程 我 们 会 给 出 其 更 具体 的 定义 , 称 之 为 
泛 函 F(u) 的 Lagrange AF. 一 个 泛 函 问题 包括 寻找 泛 函 F(u) 在 
集合 M 上 的 临界 点 , 即 要 求 X 上 的 函数 u(x), 使 得 


бЕ(и) = 0, (3.1.2) 


其 中 ó 表示 泛 函 变 分 求 导数 . 我 们 通过 泛 函 的 Gâteaux 导数 来 定义 变 
分 导数 . 设 算 子 N: TM > T*M, 对 于 Vb є TM ( 我 们 不 妨 假 设 
м 是 线性 空间 , 因此 ó 也 可 以 说 是 属于 М, 这 样 理解 可 以 使 后 面 的 
讨论 更 方便 ), 假使 u + ep € М 始终 成 立 , 那么 我 们 定义 算 子 N 的 
Gáteaux 导数 为 


М] = lim =(N(u + ep) — N(u)) (3.1.3) 


如 果 №. [Фф] RF ó € M 总 是 连续 的 , 那么 以 上 定义 的 也 是 Fréchet 导 
Be. 我 们 将 Fréchet FHF Ni[] 简 记 为 NY. 在 以 下 讨论 中 , 我 们 假设 
Gâteaux 导数 总 是 连续 的 . 那么 变 分 导数 由 下 式 导出 : 


E +26)| = 25 F(u): dV, Vóc M,eeR. (3.1.4) 
由 (3.1.3) 式 和 (3.1.4) 式 知 
Ji 5F(u)- ódV = / ЖЕЛ (3.1.5) 
x x 


现在 我 们 不 妨 假设 变量 ve М 是 一 维 的 , 对 于 高 维 的 情形 , 可 以 
做 类 似 的 讨论 , 但 我 们 在 后 面 只 给 出 高 维 情形 的 结果 , 不 再 详细 讨论 . 
利用 分 部 积分 法 , 由 上 式 推 导出 


Ј бЕ(и): $dV = j E(L(u)) - Фау + | div(Pr)dV, (3.16) 
Xx Xx x 
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其 中 E 就 是 Euler 算 子 : 


B=D+2, У (-1)*Da, ьа (3.1.7) 


kitty ,ik=l 


D= 2. 是 关于 u MRTA, О. ЗТ z, 的 全 导数 , 妈 


д д - д z д 
Рр, Әл, T Uzi, Ju U Ze Duz, + Uz утта, Dusa, pha 
(3.1.8) 
而 Pr(u,¢) 是 一 个 关于 т, и 和 ó 以 及 它们 的 各 阶 导 数 的 函数 , 是 对 
(3.1.5) 式 分 部 积分 得 到 的 边界 项 . 如 果 取 边界 条 件 Pilax = 0, 那么 


E(L(u)) = 0 就 是 泛 函 问题 F(u) = Í L(u)dV 对 应 的 Euler-Lagrange 
x 


方程 . 
下 面 给 出 几 个 有 关 方 程 对 称 性 的 定义 . 
定义 3.1.1 给 出 一 个 微分 方程 


N(u) = 0, (3.1.9) 


它 对 应 的 Fréchet FHF N, 由 下 式 给 出 : 


Nil = tim Need) NO). vg e M. (3.1.10) 
由 上 面 定义 的 Fréchet 导 算 子 我 们 可 以 定义 一 个 泛 函 ; 
(NLI 4) = (0, №10) = / VN, [óàV, (3.1.11) 
x 


其 中 (., 3) 是 12 标准 内 积 , 根据 这 个 泛 函 我 们 又 可 以 定义 算 子 N 的 
HRT NT. 
定义 3.1.2 如 果 存 在 一 个 Fréchet 导 算 子 BL, 使 得 对 Vw, ó € M, 
有 
(NLI 9) = (6, BY Ll) + 人 div(P(u, р, à) dV, (3.1.12) 


则 称 BL AN, ЕУ, 记 为 NO 其 中 书 为 任意 光滑 函数 ， 
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定义 3.1.3 方程 (3.1.9) 对 应 的 Fréchet 导 算 子 Ni ABR 
算 子 或 自 伴 算 子 , 如 果 
№! = №. (3.1.13) 


如 果 微 分 方程 对 应 的 Fréchet FHF NZ Ж AAHH, 则 称 这 个 微分 方 
程 是 对 称 的 . 

我 们 是 在 相差 一 个 散 度 函数 的 情形 下 定义 这 个 共 斩 算 子 的 , 因为 
在 有 关 方 程 对 称 性 的 具体 问题 中 , 这 样 做 很 必要 . 在 有 些 非 线性 波动 理 
论 或 者 泛 函 问题 中 , 边界 条 件 的 考虑 是 非常 重要 的 . 一 个 泛 函 问题 可 
以 导出 不 同 的 微分 方程 和 相应 不 同 的 边界 条 件 . 相反 地 , 给 出 一 个 物 
理 方程 , 假如 它 是 一 个 Euler-Lagrange 方程 , 如 果 附 加 一 些 合适 的 边 
界 条 件 , 我 们 也 可 以 导出 不 同 的 Lagrange ZZ PR. 所 以 , 我 们 在 定义 共 
MATT, 强调 的 是 其 相差 一 个 散 度 函数 的 情况 下 的 唯一 性 . 事实 上 ， 
在 多 辛 算法 的 具体 例子 中 , 我 们 已 经 证 实 , 即使 采取 的 边界 条 件 不 满足 
Plox = 0, 对 计算 结果 也 没有 什么 影响 . 而 在 文献 [AH75] 中 , 从 基本 
的 Vainberg 定理 出 发 , 给 出 的 方程 对 称 的 充分 必要 条 件 中 包含 边界 条 
件 Plox = 0. 对 于 有 些 具体 的 应 用 , 这 个 条 件 过 于 严格 , 比如 波动 方程 


Utt — Ure = 0, (3.1.14) 


ČCE Euler-Lagrange 方程 , 但 是 它 显 然 不 能 满足 p 


(t, z) € X, U2 = Utt, az. 
在 这 里 为 了 方便 应 用 , 我 们 给 出 Vainberg 定理 的 一 个 更 一 般 推 广 : 
定理 3.1.1 设 算 子 N : TM — T*M 有 Fréchet $F N, 则 
N 是 一 个 梯度 算 子 当 且 仅 当 对 Vu є M, NL, Ж В XAR +; 梯度 算 子 
对 应 的 微分 方程 (3.1.9) 是 以 下 变 分 问题 的 Euler-Lagrange 方程 : 


= 0, 这 里 
Ox 


вну T ‘i n м(хи)алау. (3.1.15) 


证 明 充分 性 因为 N 有 Fréchet SAT N), 所 以 可 以 计算 F(u) 
的 变 分 导数 , 得 到 


人 &F(u)-ódV = i (o f “NOA ku [ i м.а) dy (3.1.16) 


§3.2 二 阶 Buler-Lagrange 方程 的 对 称 性 57 


又 因为 N ASHE, Вр N, = NI, 所 以 
(р, N! |ó]) = (6, N* [0]) + t div(P(u, 0, d) V, (311.17) 


从 而 有 


1 1 
I. 6F(u)-¢dV = £ (° | N(Au)dd + ó { урал) dy 
1 
+ f P(Au, Au, ф)|әхдА. 
0 


又 由 № = Nis 得 


J. 5F(u)- ódV = f (° Í N(Au)dÀ + ó f рал) dv 
1 
+f P(Au, Au, ó)| дА. 
因为 
Nj, Au] = SAN (Qu) = N(Au), (3.1.18) 
所 以 
人 óF(u):ódV = £ oN (u)dV + r P(Au, Au, ф)| хах. (3.1.19) 


这 说 明 N 是 F(u) 对 应 的 梯度 算 子 , 同时 也 说 明 方 程 N(u) = 0 是 变 
分 问题 (3.1.15) 的 Euler-Lagrange 方程 . 
必要 性 ”充分 性 的 证 明 过 程 可 逆 , 因此 必要 性 也 得 证 . 
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我 们 给 出 一 个 任意 阶 的 算 子 N, 根据 上 一 节 Fréchet 导 算 子 及 其 
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FATE Ж, 可 给 出 直接 计算 Ni 和 Ne 的 公式 : 


uj a ee eae Da (3.2.1) 


UTi, emi 
ka at” таз 


= i ƏN 
N= SE e B о) Da, Diri 
k=0 i 


tay i=l див 25,24 Tin 


(3.2.2) 


边界 函数 Py 如 下 : 
sl х ON 
Py (u, 9,9) = ess et У) Da Daa Cz 一 ) 


k=1 s=1 irp i=l 


р Dz, ó 


-— ut (3.2.3) 


此 处 边界 OX = Op, X x Ong X x… x On, X. 给 定 一 个 二 阶 偏 微分 方程 


Lu= Y ауа, +b = 0, (3.2.4) 
ij=l 
其 中 oj 和 6b 都 是 关于 独立 变量 z, 和 函数 v É u 的 一 阶 导数 и. (7 = 
1,… ,n) 的 光滑 函数 . 一 个 二 阶 偏 微分 方程 要 是 Euler-Lagrange 77 f£, 
它 首先 应 该 是 具有 方程 (3.2.4) 的 结构 , 不 可 能 再 有 其 他 形式 . 这 一 点 
很 容易 证 明 , KEPER. $ 是 z, 的 光滑 函数 , 以 它 作为 伴随 变量 ， 
我 们 得 到 Lu 的 Fréchet 导数 


OL “OL 2 ðL 
Ш = 9+ 7 p Da$+ 2, реф. (325) 
k=1 7k SEES 


i=1,j=1 


将 (3.2.4) RIRA (3.2.5) 式 , 得 到 


L,[ó] = 》 ар,.р,,Ф+ > BD., ó + Aç, (3.2.6) 


š$,j=1 k=1 
其 中 
дав) А Ob a даң; j Ob 
A= > usai ди Bat a Yee gus, | uz pan 
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我 们 仍旧 以 o 作为 伴随 变量 , 根据 共 斩 算 子 的 定义 , 得 到 D^, EER 
子 作用 到 ç 上 的 表达 式 


иф] = Y aijDz,Dz,$ + S: P Da; tik + Dz; J Da. 


Me k=1 Nil 


+ s o, .D.,ai;)é — a Уу. B) + Ad. 


i,j=1 k=1 
(3.2.8) 


根据 上 一 节 的 定理 3.1.1, 方程 (3.2.4) Æ Euler-Lagrange 方程 当下 式 
成 立 : 

L', — L/? = 0. (3.2.9) 
将 上 式 中 各 同 阶 项 合并 后 , SZM De Deh, 一 阶 项 D, o 和 o WA 
数 分 别 为 零 , 则 得 到 


Qi 一 Qi， 区 了 三 1 n, 


n 
В = Y Da, (aik + aki) — B, (3.2.10) 
1 


n n 
A= X Da Ds ay; = Y D..B+ А. 


j=1 k=1 


经 过 计算 , 上 面 的 三 个 条 件 等 价 于 下 面 两 个 等 式 : 


n 
B=) Daam k=l- yn (3.2.11) 


s. Dz;D;, ai, = P» (3.2.12) 


i,k=1 


显然 , 当 (3.2.11) 式 成 立时 , (3.2.12) 式 自 然 成 立 . 所 以 方程 (3.2.4) 是 
Euler-Lagrange 方程 的 充分 条 件 可 以 写 为 


дь 
Dz, Qik = tase ij s 6 КОС У 3.2.13 
Уры = Ў йн уш a219 
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展开 Dz,, 上 式 可 以 改写 为 


" | Odik дак. = Ob 
E ди 2 E x= spot " +" 


i=1 


ere (3.2.14) 
因为 函数 wj， 和 6 5 u 的 二 阶 导数 无 关 , 所 以 二 阶 导数 项 us, 除了 
DUM E iss dut. 中 出 现 外 , 在 (82.14) 式 的 其 他 基 


i,j=1 


中 不 会 出 现 . Ф 令 uziz; 的 系数 等 于 零 , (3.2.14) 式 变 为 


дак РӘ даң; 


дит, Quz, Х 
Y даь * да = 8b k= 1,->: ,n. (3.2.15) 
Om Өш) Өш 


11 
以 上 就 是 一 个 二 阶 偏 微分 方程 为 Euler-Lagrange 方程 的 最 直接 明了 的 
充分 条 件 . 

推论 3.2.1 一 个 二 阶 偏 微分 方程 是 某 个 变 分 问题 的 Euler- 
Lagrange 方程 , 当 且 仅 当 该 方程 形 如 方程 (3.2.4), 且 该 方程 的 系数 满 
Ж. (3.2.15) X. 

推论 由 定理 3.1.1 即 可 证 . 


$3.3 ”任意 阶 Euler-Lagrange 方程 组 的 对 称 性 


我 们 在 这 一 节 引 进 微分 算 子 矩阵 和 它 的 Fréchet TARIH 
子 矩 阵 的 概念 , 用 以 描述 偏 微分 方程 组 和 它 的 对 称 性 , 将 上 两 节 的 结 
果 做 进一步 的 推广 ， 令 п 维 微分 流 形 X 作为 底 空间 ， 有 局 部 坐标 
ж = (Zz1,… ,zn) ,目标 微分 流 形 有 1 维 局 部 坐标 w= (wl,… ul) e R!. 
令 x= T;X @ T,,R1, 表示 构 形 空间 X x R! 的 切 从 上 的 纤维 , BRE 
是 一 个 实 线性 空间 , %* ZEAE GES aj. 考虑 一 个 m 阶 的 由 1 个 方程 
组 成 的 偏 微分 系统 


N(z,u,u(1),--- ,u(m)) = 0, (3.3.1) 
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其 中 w(i) (i = 1,… ,m) 表示 u 的 i 阶 混合 导数 , N = (NT, NT) 
是 一 组 从 构 形 空间 的 切 从 纤维 到 微分 算 子 的 映射 : x 一 Xt. 不 妨 认为 
它 就 是 一 组 算 子 向 量 , 它们 的 Fréchet 导数 是 从 x* 到 x 的 算 子 构成 
的 和 矩阵， 因为 假设 了 关 是 实 线性 的 , 所 以 对 Vu € x 和 vo є x*, 4 
c € R 足够 小 时 , 总 有 ure € X. 

定义 3.3.1 一 个 关于 n 个 独立 变量 的 最 高 为 m 阶 的 微分 算 子 称 
为 m Br n 维 微分 算 子 ; 由 1 个 这 样 的 算 子 组 成 的 有 序 组 称 为 一 个 m 
lon 维 微分 算 子 向 量 ; 由 1 行 p 列 这 样 的 微分 算 子 组 成 的 表 称 为 
m 阶 1 x p& n 维 微分 算 子 和 矩阵 . 对 微分 算 子 矩阵 中 的 每 个 元 素 求 它 的 
HM AF 415] ER REM KMD AFTER 

每 给 定 一 个 微分 方程 组 , 它 的 Fréchet 导数 总 是 对 应 着 一 个 微分 
ATHE. RAER FD 表示 方程 组 (3.3.1) 的 Fréchet 导数 , 用 
FD* RARE MSE. 

推论 3.3.1 方程 组 (3.3.1) 的 Fréchet 导数 是 


FD=N! = Y X SN p cdd (3.3.2) 


DU. 4 а к? 
k=0iy, i K=1 — 0707774 


EH RMSE Ж 


-Mc LUE MITT. (ке): 


ES диг, di, 


(3.3.3) 


因为 一 个 方程 组 就 是 一 个 向 量 函 数 的 方程 , 所 以 这 个 推论 只 需 简 
单 的 计算 就 可 以 证 明 . 我 们 称 FD 是 一 个 m 阶 1 x 1@n 维 的 微分 算 
子 方 阵 , 是 指 这 个 矩阵 是 1 x 1 的 , 它 的 元 素 所 含 自 变量 个 数 为 п, 和 矩阵 
中 的 元 素 是 最 高 阶 为 m 阶 的 导 算 子 , 它 的 第 p 行 q 列 元 素 就 是 方程 
组 (3.3.1) 中 的 第 p 个 方程 关于 第 q 个 未 知 函数 求 Fréchet 导数 , Вр 


n 


popi N-S" ys 299 Up. a 


q Za ` 
k=0 i1,… ,ik=1 дил, ы aty 


р,4= 1, ‚1. (3.3.4) 
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推论 3.3.2 方程 组 (3.3.1) 为 对 称 的 充分 必要 条 件 是 它 的 Fréchet 
FRE 65) $k EET EMA, Pp 


FD" = P.D", (3.3.5) 
亦 即 FD'(pq)- FD(q,p), p,4=1,.…,l. 


推论 由 定理 3.1.1 即 可 证 得 . 
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对 于 任何 一 个 一 阶 微分 方程 来 说 , 根据 本 章 第 一 节 变 分 对 称 性 的 
定义 知道 , 它 一 定 不 对 称 , 因此 它 也 不 是 Euler-Lagrange 方程 . 对 这 种 
情况 , 往往 需要 引进 势 函 数 , 将 其 变 为 二 阶 微分 方程 , 再 讨论 其 对 称 性 . 
但 是 , 对 于 包含 两 个 或 者 两 个 以 上 微分 方程 的 一 阶 方程 组 来 说 , 可 以 直 
接 讨论 它 的 对 称 性 , 不 需要 引进 势 函 数 . 

Bus (加 ul), а = (zi ,zn). 我 们 采用 爱 因 斯 坦 记号 习 


4 —H ƏF; dz; | OF; dz; 
fA, 即 每 项 中 出 现 两 次 相同 的 角 标 要 求 和 , 例如 a a = > a dt 


这 样 , 一 阶 微分 方程 组 包括 非 线性 方程 组 都 可 以 表示 成 下 面 的 形式 : 


N?(u) = Ари + BP = 0, 

pv=l,---,l, polen, (3.4.1) 

其 中 BP = B'(z,u), AP, = AP, (z, u, uz), uy = 2. 我 们 求 方程 
(3.4.1) 的 Fréchet XT MIE SAF, 得 到 


n дАР 
9 = | t 
Nu = ( Bus unt Dui 


, дА q 
Ng ( iru +) а (Ag) д9 i (3.4.2) 
ш 


p OAP 
ЗЕ ) +4 s Tu, 4 
ш 


Ou» " Qu 
дА» , а _ 4 (s) 


див k. drg dzp 
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根据 推论 3.3.3, 方程 组 对 称 当 且 仅 当 NT, = NG. 我 们 发 现 , 假如 
A, = (Ай) PERA u 的 一 阶 导数 , 那么 在 NG 的 最 后 一 项 中 就 会 出 
现 и 的 二 阶 导数 . 而 NP. 中 的 系数 最 高 只 含 u 的 一 阶 导数 , 所 以 方 
程 组 对 称 的 话 , 系数 A, 必定 不 显 含 u 的 一 阶 导数 , 那么 NT, 和 NS 
分 别 简 化 为 


ETTA pa 


диз Р Oud "dg; 
0A ƏB 644 aAt d өз) 
дж _ HV и a pp В _ Hp aq C. 
ie = ( бар "n + Z) Bil 8 Ө, cus 
4 NP, = NS, 得 到 下 面 三 个 条 件 : 
Ap, = 一 42， (3.4.4) 
3A, , 0AL, дА 5 
диз ^ T Qu us - ous m GAS) 
ðB! ƏB? AAt, 
ди au gr ` wee) 


这 是 一 个 非常 对 称 的 等 式 结构 ， 对 于 每 个 固定 的 и = 1,… ,n, 矩阵 
An = (А%„) 是 反对 称 和 矩阵 , 且 满足 Jacobi 恒等式 : 将 (3.4.5) 式 中 的 8 
HOH v, 再 利用 (3.4.4) zÇ, 则 (3.4.5) 式 就 可 以 写 为 标准 的 Jacobi 恒 等 
xt 
p v q 

= T3 + Pin 0. (3.4.7) 
在 第 五 章 和 第 六 章 中 , 我 们 将 利用 对 称 条 件 (3.4.4), (3.4.5) 和 (3.4.6) 
分 别 讨论 辛 Birkhoff 系统 和 多 辛 Birkhof 系统 的 对 称 性 . 

方程 组 (3.4.1) 可 以 紧凑 地 表示 为 


N(u) = Ам „+В = 0, (3.4.8) 
其 中 A, 代表 沿 rr 方向 的 辛 结构 . (3.4.6) 式 可 以 改写 为 


3B? _ ƏB? _ 0Ai(g,p) ,..., Anla p) 
OuP дич дт e 


pq =1,--- ‚1. (3.4.9) 
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假如 (3.4.9) 式 不 为 零 , 表示 函数 向 量 B 本 身 不 是 对 称 的 , 即 它 不 
是 某 个 标量 势 函 数 的 梯度 函数 . 而 沿 着 各 个 自 变 量 方向 的 辛 结构 A, 
产生 的 耗 散 项 和 函数 B 所 产生 的 耗 散 平 衡 了 , 所 以 把 辛 结构 和 B K 
数 合 起 来 , 整个 系统 依然 是 对 称 的 , 这 样 的 方程 组 就 是 Birkhof 系统 . 

如 果 (3.4.9) REFS, 假如 方程 是 常 微分 的 , 那么 它 就 是 辛 结构 
不 依赖 于 自 变量 的 Hamilton 系统 . 对 于 偏 微分 方程 , 有 两 种 情况 : 一 
是 , 各 个 方向 的 辛 结构 不 显 含 本 方向 的 自 变量 ; 二 是 , 各 个 辛 结构 产生 
的 耗 散 恰好 互相 平衡 掉 了 , 这样 方程 分 为 两 部 分 , 方程 除了 整体 对 称 
外 , 带 有 辛 结构 的 部 分 和 Hamilton 函数 部 分 还 各 自 对 称 . 
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第 四 章 受 外 力作 用 的 系统 的 
几何 变 分 方法 


受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 和 Hamilton 系统 存在 于 各 种 现实 的 
物理 环境 中 ,比如 受到 激励 器 械 施加 力 、 磨 擦 力 以 及 受到 负荷 的 机 械 
系统 . 考虑 这 些 系统 的 几何 结构 , 也 是 避免 在 数值 计算 中 走 弯 路 的 一 个 
好 办 法 . 文献 [MW01, Arn63, Mos62] 分 别 讨 论 了 一 类 受 外 力作 用 的 
Lagrange 系统 和 Hamilton 系统 (包括 约束 Hamilton 系统 ) 的 离散 变 
分 原理 , 给 出 了 构造 这 类 系统 保 结构 的 变 分 积分 子 的 几何 变 分 方法 . 

基于 几何 变 分 , 进而 可 以 构造 Veselov 型 的 离散 变 分 原理 .而 对 
于 常 微分 的 Hamilton 系统 , Veselov 型 离散 变 分 可 以 导出 具有 很 多 良 
好 性 质 的 辛 积分 子 ，Veselov 于 1988 年 和 1991 年 相继 提出 和 发 展 了 
Veselov 离散 力学 [Ves88, Ves91, FQ91] ( 它 是 基于 离散 的 Hamilton 原理 发 
展 的 一 种 离散 方法 ). 但 是 以 上 所 说 的 几何 变 分 没有 包括 一 类 特殊 的 变 
分 微分 方程 这 类 特殊 的 变 分 微分 方程 的 变 分 形式 是 Pfaff (ЕЛ PR 


形式 , 它们 的 Lagrange 函数 是 奇异 的 , 即 Ls = 0, 而 且 它们 包括 了 


受 外 力作 用 的 系统 . 对 于 这 类 方程 , 我 们 利用 几何 变 分 的 思想 , 在 不 同 
的 几何 框架 下 对 Pfaff 作用 泛 函 做 三 种 不 同形 式 的 变 分 : 一 般 相 空间 
的 变 分 、 增 广 空间 的 变 分 以 及 包含 区 域 变 分 的 全 变 分 , 并 给 出 对 应 的 
Veselov 离散 形式 . 比较 这 三 种 变 分 , 我 们 最 后 得 到 的 Euler-Lagrange 
方程 是 完全 一 致 的 . 但 是 和 第 一 种 变 分 不 同 的 是 , 后 面 两 种 变 分 得 到 
了 系统 的 一 组 形式 能 量 和 动量 公式 , 它们 也 可 以 看 做 Euler-Lagrange 
方程 附加 的 约束 条 件 . 第 一 种 变 分 直接 导出 辛 流 公 式 , 而 第 二 种 变 分 
可 以 导出 Lagrange 流 在 包含 时 间 变 量 的 增 广 空间 上 保持 一 个 几何 结 
构 , 在 标准 相 空 间 上 保持 另外 一 个 辛 结构 . 第 三 种 变 分 即 全 变 分 在 包 
含 时 间 t 和 Hamilton 量 的 增 广 空 间 上 也 是 保 辛 的 . 

在 本 章 第 一 节 中 , 我 们 首先 回顾 一 下 Marsden 几何 变 分 方法 的 
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Veselov ВНМУ, 在 后 面 几 节 中 , 我 们 将 这 种 几何 变 分 的 思想 加 以 
推广 , 用 来 讨论 Pfaf 作用 泛 函 问题 的 几何 变 分 结构 . 
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4.1.1 受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 和 Hamilton 系统 
定义 4.1.1 保 纤维 映射 
f: TM — T*M, 
(9,4) + (q, f (a. d) 
称 为 一 个 Lagrange 7]. 这 时 通常 将 Lagrange 723679 fr. 
给 定 一 个 Lagrange ZZ PR 
T 
£= [ xata. (4.1.1) 
0 
其 中 L(q(t), g(t)) 是 Lagrange 函数 , 要 求 曲 线 q e М, 使 得 
T т 
af Latte f fiato.) ада =0. (41.2) 
0 0 
利用 分 部 积分 法 , 我 们 得 到 受 外 力作 用 的 Euler-Lagrange 方程 
a, 4) – i ($ra, à) + 09,4) = 0. (4.1.3) 


这 个 方程 就 是 在 普通 Euler-Lagrange 方程 上 加 了 一 个 外 力 项 . 

定义 4.1.2 保 纤 维 映射 fy : T*M > ТМ RA Hamilton J). 

给 定 一 个 Hamilton JJ fg, 我 们 在 T*M 上 定义 一 个 对 应 的 1- 形 
X fy: 

Јн (ра)(ир,) = (fu (pa), Тем (Wpa)), (4.1.4) 

其 中 pg € T* M, up, € T(T* M) (之 所 以 用 pg 表示 T* M 中 的 元 素 , 是 
因为 (q,q) 构成 TM, M p = q), zu :T*M 一 M 是 投影 影射 fy 和 
T*M 上 的 典 则 2- 形 式 Ө 类 似 : 


O(pa)(up,) = (pa. TTT- M (up,)); (4.1.5) 
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其 中 лт-м:Т(Т*М) > M 是 тм 的 提升 . 
fi, 在 局 部 坐标 上 表示 为 


fula p) (ôq, 5p) = fu(a.p) - ôq, (4.1.6) 
所 以 形式 fy 是 一 个 水 平 形式 . 受 外 力作 用 的 Hamilton 向 量 场 Хн 由 
т X: 
ixw = dH — јн, (4.1.7) 
其 中 ш 为 标准 Hamilton 辛 形式 . 公式 (4.1.7) 在 坐标 意义 下 给 出 了 著 
名 的 受 外 力作 用 的 Hamilton 方程 组 : 
д 


Xa(q,p) = дд 


H(q, p), 
9 (4.1.8) 
Xp(q.p) = a5 Rep) + fu(q,p), 


它 和 标准 Hamilton 系统 的 区 别 在 于 动量 方程 上 增加 了 外 力 项 . 
4.1.2 受 外 力作 用 的 Legendre 变换 和 Noether 定理 


给 定 一 个 Lagrange 函数 L, 通过 标准 的 Legendre 变换 FL: T*M 
— TM , 将 其 和 Hamilton 函数 联系 起 来 : 


H(q,p) = FL(q.d) - à — L(q,q). (4.1.9) 
Lagrange 7] fr, 和 Hamilton JJ fg 也 通过 Legendre 变换 联系 起 来 了 : 
fr =FLo fg. (4.1.10) 


那么 就 可 以 证 明 受 外 力作 用 的 Euler-Lagrange 77 ## (4.1.3) 和 受 外 力 
作用 的 Hamilton 方程 组 (4.1.8) 是 等 价 的 . WRH Xz 和 Xr 分 别 表 
示 受 外 力作 用 的 Lagrange 向 量 场 和 Hamilton 向 量 场 , 则 有 


(ЕГ)*(Хн) = Хі. 


假设 存在 一 个 李 群 G， 它 的 李 代 数 为 9， 通 过 作用 函数 Ф : 
Gx M — M 作用 在 M E. 考虑 对 应 的 作用 eTM :GxTM — TM, 
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定义 为 97^ (g, va) = Т(Ф) vq, Vg ЄС, oq € ТМ, 在 局 部 坐标 下 表 
示 为 
9700,00) = (90.9) 5-06). (4.1.11) 
KE e g, 无 穷 小 生成 子 £y: M >TM All Erm :TM > T(TM) 
定义 为 
&u(q) = aj (e. q):&  €rm(vq) = as (87 (9 v): &. (4112) 


TM HERRERA (9,4), Т(ТМ) 的 局 部 坐标 为 ((q, d), (4, d)). 在 坐 
标 意义 下 , 无 穷 小 生成 子 表示 为 


&м(я) = (v. эрк 9 e qe") ， ae 
ru) = (cand, [25 een tende"). 


其 中 e 表示 G 的 单位 元 . 定义 映射 Jr: TM 一 9* 为 Lagrange 动量 
映射 , 使 得 

Лоа) -E = Or - Erm(vq)- (4.1.14) 
其 中 Ө; PHN Lagrange 1- 形 式 : 


er = (Z eu), (4.145) 


这 里 5 代表 Legendre 变换 . 令 q(t) = £u (q(t)), 求 变 分 (4.1.2), 得 
到 
dL- ётмё +f fr: £udt =0. (4.1.16) 
0 0 


假设 工 是 不 变 的 , Р; 代表 其 相 流 , 对 上 式 进行 分 部 积分 , 可 推导 出 


T 
[ [099-4 (Fue) + rad] -emat otn 
= (Ji, FE (0), 4(0)) -€ — JL(a(0).4(0) ` € (414r) 
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比较 (4.1.17) 式 和 (4.1.16) 式 , 得 到 
[(Jz © FZ )(a(0), 4(0)) — Jz (a(0), 4(0))] - € 


a 
- (А falat), a(t) - &м(я(0))®. (4.1.18) 


上 面 的 等 式 说 明了 外 力 是 如 何 影响 Lagrange 动量 映射 从 初始 时 刻 0 
到 时 刻 T 的 变化 的 . 如 果 外 力作 用 是 垂直 于 前 面 定 义 的 群 作用 的 , BI 
7109,4) .tm(q) = 0, 在 这 种 特殊 情况 下 , 我 们 得 到 如 下 Noether 定理 : 

定理 4.1.1 假设 一 个 Lagrange AHL: TM 一 R 受到 一 个 
Lagrange # fr : TM — T* M 的 作用 , 而 且 存在 对 称 作用 更 :GxM 一 
M, 使 得 对 所 有 的 (q.d) € TM FPR AH ECG, A (frla 4), £w(a)) = 0, 
那么 变 分 相 流 Ft 保持 Lagrange 动量 映射 Л: TM 一 G*, 即 对 任意 
tH 


Jio Ft = Jr. 


对 于 受 外 力作 用 的 Hamilton 系统 , 通过 对 Lagrange 系统 作 Leg- 
endre 变换 可 以 得 到 类 似 的 结果 , 或 者 直接 从 Hamilton 系统 (4.1.8) 出 
发 可 以 推出 类 似 的 结论 . 值得 注意 的 是 , 受 外 力作 用 的 Lagrange 流 和 
Hamilton 相 流 并 不 保持 辛 形式 . 


4.1.3 ” 受 外 力作 用 的 离散 变 分 力学 
首先 我 们 回顾 一 下 Marsden 几何 变 分 方法 的 Veselov 离散 MWO, 
用 M x M 作为 构 形 空间 的 切 从 TM 的 离散 空间 . 假定 时 间 步 长 
H r, 则 M x M 中 的 某 一 点 (qn, Фо) 对 应 切 向 量 — 定义 一 个 
光滑 映射 
L:MxM = ((ai.40)) ^ R, 


其 离散 的 作用 泛 函 为 


N 
L= bD EE (4.1.19) 


k=1 


70 ”第 四 章 受 外 力作 用 的 系统 的 几何 变 分 方法 


”离散 变 分 原理 就 是 求 (qo,… ,gw), 使 得 c 取 极 值 . 对 上 面 的 离散 泛 函 
变 分 , 得 到 


dL(go,… ,qN)(Óqo. --- ,0gN) 


N-1 
д 
= у = L(qk+1; 4к)бЧк+1 + зы 
k=0 
N 8 N- 
= g! (qk; qk—1)6qgk + А Fog ака, qi) бак 
ka 041 k=0 
N- 


1 
РА І(9к,9к-1) + ив бак 
E qo 


+ Li do) * aa, Lans quias. (4.1.20) 
固定 端点 , 得 到 离散 的 Euler-Lagrange 方程 组 
д д 
Эа (a qo) + 8g, '%” qi) = 0. (4.1.21) 


我 们 从 离散 的 变 分 原理 可 以 得 到 M х М 上 的 Lagrange 2- 形 式 . 变 分 
(4.1.20) 中 的 两 个 边界 项 定义 了 M x M 上 两 个 离散 的 Lagrange 1- 形 
式 : 


£ 8 
6; (a1; qo) · (631,690) 2 Эд; (au qo)óqo, (4.1.22) 
61 (a1; до) · (бал, бао) 全 э (a a)n. (4.1.23) 


0r 和 OF 可 视 做 Lagrange 1- 形 式 的 离散 形式 . 把 离散 泛 函 变 分 限制 在 
离散 的 变 分 解 空间 上 , 假设 离散 解 流 为 Fra 则 变 分 (4.1.20) 导出 
d£ = 65 + F£ 01. (4.1.24) 
又 因为 
0r +0} = dL, (4.1.25) 


所 以 对 其 外 微分 有 
doz 十 db 二 一 0. (4.1.26) 
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那么 两 个 离散 的 1- 形 式 可 以 定义 唯一 的 离散 Lagrange 2- 形 式 wr: 
wr = 407 = —4@]. (4.1.27) 
对 (4.1.24) 式 作 外 微分 , 得 到 辛 流 公式 
FY wL = wp. (4.1.28) 


上 面 简 单 回 顾 了 不 受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 的 Veselov 离散 变 
分 , 现在 我 们 考虑 受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 的 离散 变 分 . 定义 两 个 
离散 的 Lagrange JJ ff, fy : Mx M — T* M, 它们 是 保 纤 维 的 , 即 
fi (яо, ял) = (41,73 (qo, q1)), | 
fi (9,91) = (а. fa (qo, q1)). 
将 上 面 的 两 个 离散 力 组 合 起 来 得 到 T*(M x M) 上 的 一 个 1- 形 式 fa: 
M x M — T*(M x M): 


fa(qo, 41) : (590,591) = / (qo, qu)óqi + fa (qo, q1)ôqo. (4.1.30) 


和 离散 的 Lagrange 函数 一 样 , 离散 的 Lagrange 力也 依赖 于 时 间 步 长 7. 
定义 了 两 个 离散 力 之 后 , 得 到 受 外 力作 用 的 离散 Lagrange-d’Alembert 
原理 : 寻找 离散 曲线 (ак) o. 使 得 对 任意 固定 端点 的 变 分 (бак) 
成 立 


N-1 N-1 
8 Y Lalar qet1) + У fa(ae dei) (бак, бакал) =0, (4.1.31) 
k=0 k=0 


其 中 La 是 Lagrange 函数 L 的 离散 形式 , 从 而 得 到 新 的 离散 Euler- 
Lagrange 方程 


DoLa(qr—1, qk) + DiLa(gi; qk+1) + fi (aki, qk) + fa (qk, qk+1) = 0, 
(4.1.32) 


这 里 Di = i s xD 方程 (4.1.32) 确定 离散 的 Lagrange 映射 


Еа: M x M — M x M. 
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4.1.4 受 外 力作 用 的 离散 Legendre 变换 和 Noether 定理 


在 连续 的 情况 下 , 处 理 受 外 力作 用 和 不 受 外 力作 用 的 Lagrange 系 
统 均 采用 标准 的 Legendre 变换 ; 而 在 离散 的 情况 下 , 这 两 类 Lagrange 
系统 需要 采用 不 同 的 Legendre 变换 . 对 于 受 外 力作 用 的 Lagrange 系 
统 , 在 构造 离散 的 Legendre 变换 时 要 考虑 外 力 的 影响 . 定义 两 个 离散 
Legendre 变换 : 


Ff" La : (qo,q1) > (41, P1) = (а, DaLa(qo, q1) + f+ (40,1), 
Ff La: (qo, 41) > (чо, Po) = (qo, —Di La(qo, q1) — fy (qo, 41))- 
(4.1.33) 


根据 上 面 的 定义 和 离散 Euler-Lagrange 方程 (4.1.32)， 对 应 的 离散 
Hamilton 系统 存在 Hamilton 映射 Fu, : (qo; Po) > (qi, pı), Ён, = 
F/^ Lao Fy, o (F/^ La) 1, 其 中 po 和 Pi 由 离散 Legendre 变换 给 出 : 


ро = —DiLa(qo, qi) – fg (90,9), pi = DoLa(qo, q1) + / (90,41). 
(4.1.34) 
这 是 标准 的 离散 Hamilton 映射 加 上 离散 的 外 力 . 
和 连续 时 的 情况 一 样 , 在 群 作用 Ф: G x M M 下 , 假设 离散 的 
Lagrange 函数 La 是 不 变 的 , 令 变 分 бак = Em (qx), 计算 变 分 (4.1.31), 
得 到 


N-1 
dLa(dk, qk+1) ` ŠMx M (qk; qk+1) 
k=0 
N-1 
+ > falak, dei3) ` EMxM(qk, d) 
k=0 
N-1 


= fa(qk;, qk+1) ` ©м хм (Gk; qk+1), (4.1.35) 
k-0 


而 利用 离散 的 分 部 积分 直接 计算 变 分 (4.1.31), 得 到 另外 一 种 表达 : 
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N-1 


> [D2La(qr-1, qk) + Di La(qk, q.i) 
k=1 


+74 (як-1› qk) + fa (qk. qk+1)] ` Em (qa) 

-F[DaLa(an-1. aw) + fà (an-1, qN)] : £u (qu) 

+[DiLa(qo, q1) + fa (qo. 41)] £u (qo) j 
=F" Lalan- an) éM(qN) — ЕЁ” La(qo.qi) ` €u (qo). (4.1.36) 


如 何 定义 离散 的 Lagrange 动量 映射 , 存在 两 种 选择 : 第 一 种 , 根 
据 连 续 时 的 定义 (4.1.14) 5X, 利用 离散 的 Lagrange 1- 形 式 07 ЖП Өг Ж 
定义 ; 第 二 种 , 利用 离散 的 Legendre 变换 如 下 定义 : 


a (qo, аз). = (Ff’ La(qo, q), £u (q1)), 
2} (30,41) € = (F^ La(qo, a1). £u (a1))- 


对 于 受 外 力作 用 的 连续 系统 和 不 受 外 力作 用 的 系统 (包括 连续 和 离散 
系统 ), 利用 Legendre 变换 定义 的 Lagrange 动量 映射 和 利用 Lagrange 
1- 形 式 定义 的 动量 映射 是 等 价 的 . 然而 , 对 于 受 外 力作 用 的 离散 系统 ， 
两 种 定义 是 不 同 的 .在 后 面 会 说 明 受 外 力作 用 的 离散 Lagrange 动量 
映射 正确 的 定义 为 (4.1.37). 

取 定 义 (4.1.37), 要 求 变 分 (4.1.35) 等 于 变 分 (4.1.36), 则 有 


(4.1.37) 


(zÜ o FI? - 247) аа): 

N-1 

= У) falar, aki) ` £ux M (Ges ак). (4.1.38) 
k=0 

上 式 描述 了 离散 Lagrange 动量 映射 的 发 展 变化 . 如 果 离 散 力 垂直 于 

群 作用 , 那么 对 VE € g, 成 立 


0= (dLa+ fa£uxu) = JL, — JE), (4.1.39) 


即 两 个 离散 的 Lagrange 动量 映射 是 相等 的 , 记 为 Jf,: M x M — g'*. 
由 上 面 的 推导 得 到 如 下 受 外 力作 用 的 离散 情形 的 Noether 定理 : 
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定理 4.1.2 设 离散 的 Lagrange 系统 Lj: M x Mo R 受到 离散 
外 力 fl fi: MxM 一 T*M 作用 , 又 设 存在 群 作用 Ф:СхМ М, 
使 得 对 VE e g, 有 
(fa mxm) = 0, 


则 Lagrange 离散 解 流 Fr, 保持 离散 的 Lagrange 动量 映射 Л], :MxM 
эф, 
JL OE Ih 


Lagrange 动量 映射 是 Hamilton 动量 映射 在 Legendre 变换 下 的 拉 
回 , 受 外 力作 用 的 离散 系统 也 是 如 此 , 所 以 Noether 定理 对 受 外 力作 用 
的 离散 Hamilton 系统 也 成 立 , 此 时 离散 Hamilton 相 流 Ён, 保持 离散 
的 典 则 动量 映射 Jy: T*M 一 9*. 和 连续 时 一 样 , 它们 也 不 保持 离散 
辛 形式 . 

以 上 介绍 的 都 是 受 外 力作 用 的 Lagrange 系统 的 离散 力学 . 约束 系 
统 的 离散 力学 和 变 分 积分 子 在 文献 [MW01], [Arn63], [Mos62] 中 都 有 
所 研究 . 关于 受 外 力作 用 的 系统 的 研究 , 像 本 章 所 介绍 的 , 基本 上 都 是 
一 个 二 阶 Lagrange 泛 函 变 分 附加 一 个 外 力 变 分 , 或 者 标准 的 Hamilton 
系统 的 动量 方程 附加 一 个 外 力 项 , 再 通过 Legendre 变换 将 二 者 联系 起 
来 . 

在 后 面 的 章节 中 , 我 们 把 Hamilton 系统 推广 到 受 外 力作 用 的 系 

统 , 即 文献 [San83] 中 介绍 的 Birkhof 系统 , 进而 推广 到 Birkhoff 偏 
微分 系统 , 研究 它们 的 离散 力学 和 场 论 以 及 辛 格式 和 变 分 积分 子 的 构 
造 , 并 研究 系统 的 几何 结构 和 外 力作 用 之 间 的 关系 . 从 方程 结构 来 看 ， 
Birkhof 系统 比 以 上 介绍 的 Hamilton 系统 更 普遍 , 而 且 在 牛顿 力学 、 
空间 力学 、 统 计 力 学 、 工 程 及 生物 物理 等 学 科 中 应 用 广泛 . 有 三 点 可 以 
说 明 Birkhof 系统 是 以 上 Hamilton 系统 的 自然 推广 : 

(1) 允许 一 个 更 一 般 的 一 阶 作用 泛 函 , 即 Pfaff (ЕЛ2 28; 

(2) 具有 一 个 更 一 般 的 Lie 代数 结构 ; 

(3) 在 相 空 间 和 包含 了 底 空间 的 增 广 空间 切 空间 上 分 别 存 在 各 自 
的 几何 结构 , 这 两 种 结构 是 由 外 力 联系 起 来 的 , 并 且 相 流 和 增 广 解 流 分 
别 保 持 这 两 种 几何 结构 . 
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所 以 研究 Birkhof 系统 的 几何 结构 和 数值 方法 有 更 加 广泛 的 意义 . 
842 Pfaff 作用 泛 函 的 几何 变 分 


我 们 考虑 一 个 n 维 微分 流 形 Z, 它 的 切 从 是 TZ. 设 2 和 7T2 的 
局 部 坐标 分 别 为 2” 和 (27, 2”), v — 1,… ,n, 并 假定 n 为 偶数 . 通过 
一 类 函数 L: TZ 一 及 可 以 构造 一 类 作用 在 Z 的 С! 曲线 z(t) 上 的 
作用 泛 函 £: 


b 
£(z(t)) = / L(z(t), z(t))dt. (4.2.1) 
WRR L 可 以 写成 如 下 形式 : 
L=F,(z,t)s” — B(z,t), (4.2.2) 


其 中 F(z,t) = (Fi(z,t),--- ,Fa(z,t))? 是 向 量 函数 , B(z,t) 是 标量 也 
Ж, MZK L(2(t)) 就 是 所 谓 的 Pfaff 作用 泛 函 [Sansa, 它 所 对 应 的 积 


分 函数 L 是 处 处 奇异 的 , 即 2020. — o. pra 作用 泛 函 问题 对 应 的 变 
分 微分 方程 就 是 一 类 Birkhof 方程 组 . 在 本 书后 面 几 章 中 , 我 们 将 着 
重 从 微分 方程 出 发 讨论 它们 的 辛 结构 和 多 辛 结构 , 并 且 利 用 生成 函数 
和 生成 泛 函 构 造 辛 积分 子 . 本 章 我 们 讨论 其 变 分 积分 子 . 

首先 回忆 一 下 在 讨论 变 分 微分 方程 的 辛 结构 时 经 典 的 几何 处 理 方 
ik. Lagrange ЩЖ І 本身 定义 了 一 个 从 流 形 M 的 切 从 T M 到 余 切 从 
T*M 的 从 映射 FL :TM — T*M, Bil Legendre 变换 : 


d 
FL(va)wa = de + ewa) о" UP Wa ETM. (4.2.3) 


而 通过 典 则 的 投影 映射 可 以 很 自然 地 在 T*M 上 定义 典 则 1- 形 式 0, 再 
通过 FL 诱导 的 拉 回 映射 , 将 Ө 拉 回 到 TM 上 , 从 而 得 到 TM 上 的 
Lagrange 1- 形 式 br, 进而 得 到 Lagrange 2- 形 式 wr = -dbr. 

然而 , 用 以 上 的 方法 处 理 Pfaff 作用 泛 函 却 行 不 通 , 因为 其 积分 函 
数 工 是 处 处 奇异 的 , 无 法 定义 类 似 上 面 的 从 映射 FL. 因此 , 下 面 我 们 
不 采用 经 典 的 拉 回 方法 , 而 是 直接 通过 变 分 运算 来 分 析 系 统 结 构 . 
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定义 T(TZ) 的 一 个 二 阶 子 流 形 : 
2 2 {w ЄТ(Т2)|Т,„(ш) = тт2(ш) CT(TZ)}, 


这 里 rrz : Т(Т2) > TZ 是 投影 映射 nz : TZ 一 Z TE TZ 上 的 提升 
映射 . T(TZ) 的 局 部 坐标 为 ((z, 2), (2, 2)). 对 于 非 奇 异 的 Lagrange РЁ 
3X L, 有 以 下 结论 成 立 : 

定理 4.2.1 Ri L X CE (k > 2) 的 , 那么 存在 唯一 的 Ck-? 映 
4 DgLL:Z  T'Z 和 TZ 上 唯一 的 Ch 1- 形 式 0r, 使 得 对 所 有 的 
变 分 zelt) € C?(Z), 有 


d£(z(t))óz(t) = Г Dex ((z, 3), (2, 2)) dzdt + 01(z, 2)52|°, 
д (4.2.4) 


ба = ESR 


SE E e : 
dc er óz = a RO Ее bz = (52,52), 


0 
其 中 Dg, 7) Euler-Lagrange 映射 , Өү, 为 Lagrange 1- 形 式 . 

这 个 结论 及 其 证 明 可 参见 文献 [MW01], 我 们 稍 做 了 修改 . 这 里 的 
Euler-Lagrange 映射 即 Euler 算 子 作用 到 Lagrange 函数 , Det L((z, 2), 
(2, 2)) = 0 Bl Euler-Lagrange 方程 . 下 面 我 们 就 利用 这 种 几何 变 分 的 
思想 处 理 Pfaff 变 分 问题 , 得 到 TZ 子 空间 上 的 Birkhoff 型 的 Euler- 
Lagrange 一 阶 方程 . 就 局 部 坐标 直接 对 Pfaff RZA £(z(t)) 变 分 ， 
得 到 


b 
óz" 


Е OL адг д1, 
d£(2(t))62(t) Т бг” (= 2 57) 


b 
= [se (55 =)” B FE at P azl 
a 


Oz^ д2” Əz д 
(4.2.5) 


有 上 面 的 局 部 坐标 上 的 变 分 做 基础 , 我 们 导出 了 定理 4.21 的 退化 形 
式 : 

定理 4.2.2 假设 F(z,t) fe B(z,t) Æ OÒ (k > 1) 的 ,那么 存在 
唯一 的 CK-1 映射 Der L : TZ — T*Z ,并 且 在 TZ 上 存在 唯一 的 C* 
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1- 形 式 01, 使 得 对 所 有 的 变 分 zelt) € C?(Z), 有 
d£(z(t))dz(t) = f DgrL(z, z)ózdt + 6L (z)óz|., (4.2.6) 


其 中 gr(z)6z 在 局 部 坐标 意义 下 表示 为 F,ózh. 

我 们 沿用 Lagrange 1- 形 式 的 叫 法 , 称 此 处 的 gr 为 Pfaff 1- 形 式 . 

由 以 上 变 分 得 到 的 Euler-Lagrange 方程 是 Birkhof 型 变 分 微分 方 
FE. Pfaff 作用 泛 函 不 依赖 于 局 部 坐标 , 所 以 由 上 面 局 部 坐标 上 的 变 分 
结果 , 全 局 的 存在 性 和 唯一 性 得 证 . 

将 由 以 上 变 分 得 到 的 Birkhoff 型 Euler-Lagrange 方程 对 应 的 相 
流 记 为 Fy. 我 们 设 Cy 是 变 分 问题 解 的 一 个 子 空间 ， 对 应 初始 条 件 
vz = (2(0), 2(0)). 将 £ 限制 在 Cr E, 这 时 Cr 上 存在 积分 曲线 € 
Fe(vz) = (2(6), 2(€)), € € [0, t]. Æ [0, t] FEZA 


t 
(oz) = $ L(z(€), 2(€))d€. (4.2.7) 
0 
对 £:(vz) 变 分 , Euler-Lagrange 方程 成 立 , 所 以 仅 剩 下 两 个 边界 项 : 


U0 No, =O): 2.0) 


ae Or(vz)-We,, (42.8) 
Jt TZ 上 的 曲线 co ot 满足 00 = we, Н wo, = Sot] ЖЖ 
分 因此 得 到 等 式 

d£, = F6; — өр, (4.2.9) 


从 而 得 到 辛 流 公 式 
0 = F; (d6;) — dor. (4.2.10) 


上 述 过 程 得 到 的 Pfaf 1- 形 式 和 辛 流 公式 只 能 说 描述 了 Pfaff 变 分 
问题 的 部 分 结构 . 事实 上 , 几何 变 分 方法 对 于 具体 的 问题 结果 不 同 的 
一 个 原因 是 考虑 的 几何 空间 不 同 , 但 从 局 部 坐标 来 看 , 变 分 计算 的 过 程 
是 一 样 的 . 下 面 我 们 就 Pfaf 作用 泛 函 再 讨论 和 比较 一 下 另外 两 种 不 
同 的 变 分 . 由 于 Pfaff 变 分 问题 所 对 应 的 Birkhoff 型 Euler-Lagrange 
方程 带 有 外 力 项 , 而 外 力 项 可 以 看 做 由 于 系统 的 结构 依赖 于 自 变量 而 
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产生 的 , 所 以 后 面 两 种 变 分 方法 因为 考虑 了 自 变 量 , 更 适合 Birkhof 型 
Euler-Lagrange 方程 . 

首先 对 上 面 的 几何 空间 加 以 调整 ， 原 来 的 相 空 间 增加 一 维 , 扩展 
为 Z, 其 局 部 坐标 为 (2,21, 2), 其 中 29 = t Š s(t), X = z"(v 
1,… ,n). 它 的 切 空间 Т2 的 局 部 坐标 为 (27,27), v =0,1, ,n. 变 分 
问题 的 目标 空间 现在 就 变 成 了 TZ, 原来 的 作用 泛 函 改写 为 


£(2(t)) = | ° IF, (s, 5)" — B(z, в)з] dt. (4.2.11) 
这 个 作用 泛 函 依旧 是 奇异 的 , 但 它 同样 可 以 变 分 得 到 一 组 微分 方程 组 ， 
而 且 这 样 的 方程 组 和 原来 的 Birkhoff 型 Euler-Lagrange 方程 是 等 价 的 . 
对 上 面 的 作用 泛 函 关于 增 广 空间 2 变 分 , 得 到 
m b 
de (a(t))62 = / [o p aj" — gs Bs) 
+ós (Freee _ E) 
FF, (ж, s)82" — B(z, 2j dt. (4.2.12) 
上 式 最 后 两 项 利用 分 部 积分 法 , 得 


[ " (Fs (2, в)82# — В(е,в)бз) dt 


b (4.2.13) 
= (Е„бг” — Bés) Й -f (22 E ra) dt, 
A dE, ӨЕ, y ӘБ. dB _ OB, 0B. 
A aem x uw Оз” (4.2.14) 
所 以 


4х(2(1))52 = [Е„ба” — Bós| ° 
v OF, OF, 8B OOF, 
n Lá Bigy Bis 
+f le (= at) (95 zs Os ) J 


Вн + —— 3h . 4.2.1 
e| s +B an| а ( 5) 
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定理 4.2.2 对 以 上 扩展 依旧 适用 . 注意 上 面 的 变 分 过 程 中 的 外 微分 
记号 4 表示 针对 Z 变 分 , 而 表示 在 增 广 空间 人 上 变 分 , 不 同 于 直接 
在 相 空间 Z 上 的 变 分 . 设 扩展 的 变 分 问题 存在 变 分 解 流 € > Pag), 
£ € t, vs € TZ. WHERE £ 定义 在 这 一 段 积分 曲线 上 , 得 到 
£4: Т В: А 

(о) = / L(B(E), £(£)dt. (4.2.16) 
对 此 作用 泛 函 作 几 何 变 分 , 得 到 


ALi(va)wos = 000г) a iod) 


—ÜL(vg)jw,,, (4217) 
є=0 
HP e 25 E TZ 上 的 任意 曲线 , 满足 vo = vg, ies NL Woes 所 
以 有 > 


d£, = Fr, — 0k. (4.2.18) 
对 上 式 作用 外 微分 d, 导出 
FOL =G1, Dr = dé, (4.2.19) 


具体 到 局 部 坐标 上 , 将 变 分 (4.2.15) 固定 端点 , 得 到 带 有 外 力 项 DT. 的 
Birkhoff 型 Euler-Lagrange 方程 


(22 ax) - (FS + GE) =o (4.2.20) 


дг ðw Oz ðs 


将 s= t RA, 它 等 价 于 第 一 种 变 分 得 到 的 Euler-Lagrange 方程 . 在 
бв 方向 得 到 一 个 方程 : 


Р, zh 3B sh 一 
дз ^ + Эш“ = 0. (4.2.21) 
; OF, OF, 
假设 Euler-Lagrange J£ (4.2.20) 中 一 阶 项 的 系数 矩阵 ( 57 — 7 


是 非 奇 异 的 , 则 由 于 它 反对 称 , 方程 (4.2.20) ER z^ 就 可 得 到 方程 
(4.2.21). 所 以 方程 (4.2.21) 是 自然 成 立 的 . 我 们 称 其 为 形式 能 量 公式 . 
以 边界 项 定义 Pfaf 1- 形 式 为 


6, = F,(z,t)dz" — B(z, s)ds, (4.2.22) 
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定义 Pfaff 2- 形 式 为 Gr = –401,, BD 


WL = 


В OF, i: B 2 
aun as ds ^ dz" + Jar S$ ndz": (4.2.23) 


因为 增 广 空间 2 存在 解 流 Fe, 所 以 可 以 导出 


Fro, = 01. (4.2.24) 

5 
ðL = F,(z,t)dz*, wr = —d0r, (4.2.25) 
那么 OL = or + E,ds Adz", E,ds Adz = OF as Ado! + DP as nder, 


БУЛ 

则 

шл, + E,ds Adz, = Gr(z,s) = FrOL(z, s) = Frwy + Fy (Е„дз ^ dz"). 
(4.2.26) 

根据 约束 条 件 (4.2.21), 知道 F? (Eds Adz") = E,d(s + £) ^ dz^, 所 以 


Pru, = wr — E,dé ^ dz". (4.2.27) 


因为 = t, 所 以 在 相 空间 Z 上 存在 相 流 GT RS 因此 , 我 
们 可 以 假设 存在 一 个 2- 形 式 o, , 它 形 如 某 个 1- 形 式 外 乘 ds ,使 得 


Frwy = wor + ws. (4.2.28) 
对 比 (4.2.27) 式 和 (4.2.28) 式 , 得 到 相 空间 的 约束 辛 流 公式 
Еш =wr，ws = —Eyd& A dz (约束 条 件 ). (4.2.29) 


如 果 直 接 在 相 空 间 Z 上 讨论 变 分 , 也 可 以 得 到 相 空间 的 辛 流 公式 
Ери, = wy, 但 是 不 能 得 到 形式 能 量 公式 . 在 第 五 章 中 , 我 们 将 从 方程 
对 称 性 的 角度 讨论 , 给 出 具体 的 约束 条 件 . 

辛 结构 wz 包含 于 Or, 我 们 称 前 者 为 相 空间 辛 结构 , 后 者 可 以 看 
做 全 空间 或 者 增 广 空间 的 广义 辛 结构 . 在 第 五 章 和 第 六 章 通过 对 方程 
的 对 称 性 讨论 , 这 一 点 会 得 到 更 简洁 的 说 明 . 
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Birkhof 系统 的 相 空 间 辛 结构 必定 显 式 依赖 于 时 间 参 数 t 而 
Hamilton 系统 无 论 是 自治 的 还 是 非 自治 的 , 其 相 空 间 辛 结构 一 般 不 会 
显 式 依赖 于 时 间 和 空间 变量 , 但 是 也 存在 很 特别 的 Hamilton 辛 结构 是 
显 式 依赖 于 时 间 和 空间 变量 的 . 这 一 点 在 后 面 两 章 中 会 有 更 加 具体 的 
说 明 . 虽然 Birkhoff 系统 和 Hamilton 系统 最 大 的 区 别 在 于 , 前 者 因为 
辛 结构 P NER В 显 式 依赖 于 时 间 t 而 分 别 导 致 外 力 项 SE 和 
能 量 不 守恒 , 而 非 自治 Hamilton 系统 只 存在 能 量 不 守恒, 其 结构 的 耗 
散 不 存在 或 者 是 内 部 抵消 了 , 但 是 也 可 以 说 Birkhof 系统 和 不 守恒 的 
Hamilton 系统 的 共同 点 也 正在 于 此 : 都 是 因为 显 式 依赖 于 时 间 t, 导致 
了 结构 或 者 (和 ) 能 量 的 不 守恒 . 

下 面 我 们 利用 文献 [CGW03] 中 提出 的 全 变 分 方法 对 Pfaf 作用 泛 
函 进行 全 变 分 , 与 上 面 的 结果 做 一 个 比较 . 在 增 广 空间 2 上 变 分 的 好 
处 是 , 虽然 增加 了 一 个 变量 s, 但 变 分 仍然 类 似 在 相 空 间 上 进行 , 不 涉 
及 积分 区 域 的 变 分 . 而 全 变 分 会 涉及 积分 区 域 的 变 分 . 因此 , 和 全 变 分 
相 比 , 增 广 空间 上 的 变 分 计算 要 简单 些 . 

对 £ 作 全 变 分 , 得 到 


d£(z,t) - (Sz, бї) 
LG i o) (95-а (88) 7а 
(2 Zhen) a+ дын |! { 
„Г =- my, (he t tna 
+(— Bát + F,àz^ | 
- f (Er Be) а (E 08) 


=== 学) 22 dt + (-Bót + Е.б"). (4.2.30) 


固定 端点 , 则 沿 бе” 和 бї 方向 得 到 带 有 外 力 项 的 Birkhof 型 Euler- 
Lagrange 方程 (4.2.20) 和 形式 能 量 公式 (4.2.21), 与 增 广 空 间 上 的 变 分 
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结果 一 样 , 边界 项 也 一 样 . 若 令 
6, = —Bét + F,62", 


我 们 同样 可 以 得 到 在 包含 时 间 + 的 空间 上 的 一 个 结构 wz = -dbz, 使 
得 包含 时 间 t 流动 的 相 流 F, 保持 这 个 结构 . 若 不 考虑 时 间 t 的 流动 ， 
那么 根据 结构 wr 和 约束 公式 , 我 们 也 可 以 推出 等 价 于 (4.2.29) 式 的 
标准 相 流 公式 和 相 流 约束 条 件 . 这 个 结论 和 文献 [CGW03] 的 结论 有 出 
A, 与 Marsden 等 人 的 受 外 力作 用 的 Lagrange 流 和 Hamilton 相 流 不 
保 辛 结构 的 结论 也 完全 不 同 . 因为 他 们 考虑 的 是 增 广 解 流 是 否 保持 相 
空间 结构 , 或 者 相 流 是 否 保持 增 广 空间 结构 , 这 两 者 当然 都 不 能 成 立 . 
我 们 的 结论 是 : 存在 增 广 空间 和 标准 相 空 间 两 个 结构 ; 如 果 存 在 增 广 
空间 解 流 , 那么 也 存在 标准 相 空间 流 , 后 者 包含 于 前 者 , 并 且 由 增 广 解 
流 保持 增 广 空间 结构 可 以 推出 标准 相 流 保持 标准 相 空 间 (F) 结构 和 
一 个 相 流 约束 条 件 (把 它们 合 称 为 约束 辛 流 公式 ). 
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我 们 再 次 回顾 一 下 经 典 的 Veselov 离散 [Ves88] 和 Marsden 变 分 形 
式 的 Veselov 离散 [ves91 . 

用 M x M 作为 相 空 间 M 的 切 从 TM 的 离散 空间 . 假定 时 间 步 
KA r, 则 M x M 中 的 某 一 点 (gl,go) 对 应 切 向 量 (qi — go)/7. 定义 
一 个 光滑 映射 


L:MxM >R, 


(dk, qk-1) кә L(qk, qk—1), 


离散 的 作用 泛 函 定 义 为 


£ = УЦ, qi) (4.3.1) 
k=1 
离散 变 分 原理 就 是 求 (qo,… , qn), 使 得 £ 取 极 值 . 对 上 面 的 离散 泛 函 
变 分 , 得 到 
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d£(qo. --- ,) (89, ,6qn) 


n-1 


д [2] 
= = ‚ Чк)б +L ‚Чк)б 
> [22 (9к+1,9к)ӧ9к+1 Dao (9к+1,9к) a] 
n 8 n—1 8 
= >—L (ak, Чк-1)бЧк + = І qk)! 
> oan (dr, qk—1)6gk > Dao (9+1, qk)óqk 


1 
n-1 
8 д 
= 2, [ae L(a, qk-1) + ° Щч, бак 


+a L(asqo)áqo + joc Lan, Qn-1)54n- (4.3.2) 
固定 端点 , 得 到 离散 的 Euler-Lagrange 方程 组 


д д 
—L(q,q0) + —L(ao, =0, 4.3.3 
да (91,9) дао (яә. 41) ( ) 


FO ESA Fa: M x M — M x M: 
Fa(qi; qo) = (92,41). 


如 何 证 明 这 个 离散 的 流 是 辛 的 , 经 典 的 处 理 就 是 : 定义 离散 的 Legendre 
变换 


FL: M x M — T*M, 
д 
(9+1,4к) 一 c as Lisa) 7 


如 果 又 定义 了 离散 的 典 则 1- 形 式 Ө, 则 通过 上 面 定义 的 离散 的 Legendre 
变换 拉 回 定义 离散 的 Hamilton 1- 形 式 , 进而 得 到 离散 的 Hamilton 2- 形 
式 


w = FL*w = FL*(—d0) = —FL*(d0). (4.3.4) 


对 于 Birkhof 系统 对 应 的 Pfaf 作用 泛 函 问题 , 这 里 暂 不 讨论 它 的 
Legendre 变换 . 下 面 我 们 看 Marsden 是 如 何 应 用 Veselov 离散 方法 
的 [WM97]. 

直接 从 离散 的 变 分 原理 可 以 得 到 M x М 上 的 Lagrange 2- 形 式 . 
以 变 分 (4.3.2) 中 的 两 个 边界 项 定义 两 个 M x M 上 的 离散 Lagrange 
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1- 形 式 : 


РА д 
6; (ак, ак-1)(бчк, бяк—1) Ê Bago ЧЕ 0159.1. (4.3.5) 
д 
61 (qi, qk—1)(6qk, 59-1) Ê Эд, qe 9-190. (4.3.6) 


将 和 Of 视 做 Lagrange 1- 形 式 的 离散 近似 . 把 离散 变 分 限制 在 离 
散 的 变 分 解 空间 上 , 则 变 分 (4.3.2) 导出 
d£ = 0; + Е]Ө}, (4.3.7) 
进而 得 到 辛 流 公式 
Fjw,=wr, wp = 40у = —d6j. (4.3.8) 


这 个 结果 和 经 典 Veselov 离散 辛 形式 是 一 致 的 . 

下 面 我 们 讨论 Pfaff 作用 泛 函 的 离散 变 分 原理 .和 连续 的 情形 一 
FE, 我 们 对 Pfaff 作用 泛 函 在 标准 的 相 空间 上 作 离 散 变 分 , 定义 La- 
grange 1- 形 式 br = Fdz 的 两 个 离散 形式 为 


E: д [7] 
OF (zk, Zk-1) 全 (Fi) = EBean) б®к-1, 


: 5 (4.3.9) 
OF (zk, ze) Š (э Ке) = э Beza) 6zk-1， 


最 后 得 到 和 Marsden 一 样 的 离散 变 分 . 与 Marsden 的 方法 有 所 不 同 ， 
我 们 在 增 广 空间 Z 上 对 变 分 进行 如 下 离散 : Z x Z 作为 切 从 TZ 的 离 
散 空 间 , 设 离散 的 时 间 步 长 为 z (也 可 以 是 变 步 长 , 并 不 影响 后 面 的 离 
散 变 分 ). 定义 离散 的 Pfaf 作用 泛 函 为 


£(2) = У (zk; Zk-1, Sk, Sk-1) — B(Zk, Zk-1,Sk,Sk-1), (4.3.10) 
к=1 


Жр gA з E: Z x Z БЕСИН. 
计算 £ 的 离散 变 分 : 
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д 
y [amen se nci 
D a Zk—1; Sk; Sk-1)0Z 
Bag o Lh-1, e 5к-1)б®к-1 
д д 
+ga, S bv 20—180 8к-1)дзк + Dag e 26—186 8к-1)дзк-1 
| — (ад, zi 1 Sis Sk-1) 82 


[2] д 
tyg Ble Zk-1;Sk; Sk-1)ÓZk-1 一 Ba; P 261,86, Sk-1)ÓSk 


д 
—3— (Zi, Zk—1, Sk; Sk-1)08k—1 


Oso 


ч д ð 
PS Zk—1; Sk; Sk-1)0Zk + 3s 9e Zk—1; Sk; Sk—1)ÓSk 
k=, LU 91 
ð д 
-gz Be mes Sk; Sk-1)0zk 一 s; (Zk, Zk-1, Sk; Sk—1)ÓSk 


д ð 
+ y [ms Zk, Sk+1) 8k )OZk + = (+1, Zk; Sk+1 Sk)ÓSK 
k=0 дж Oso 


Oso 


д д 
_ Эг, Ben te Sk+1; Sk)Ózk 一 эр Gas te кн, nin] 
S(Zk; Zk—1, Sk, Sk-1) + š @(Zk+1; Zk, Sk; Sk—1) 
1 [82 hy Zk—1 Sky Sk-1) 十 可 2 从 (区 + Zk 86, Sk—1 


Ə д 
“On =— B (Zk; Zk—1 Sk, Sk-1) 一 Bler za sen 89) Oz 


n-1 


д 
+> uo 1; Sks 8k-1) + 5 — S (Zins Zk; Sk+1, Sk) 
дво 


д [7] 
= Bay (50 ®®-1›5к›5к-1) = Po (кен, жзне, г) бвь 


д д 
m S(Zn; Zn—1; $n; Sn— 0-3 Bay P nai 2m-1 sn Sn- »| bzn 
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ð д 
+ [28 Ens ж-з, вв) = ee) бз, 


д д 
+ [эжэ в) > eR] 6zo 
20 


джо 
+ [se zi )- 2 s )| 5 4.3.11) 
Өз з! 0› $1, 80 sa 21, 29, 81,80) | д80. (4.3. 
固定 端点 , 得 到 离散 Euler-Lagrange 方程 
ð д 
Bay Ue Žk-1 Sk Sk-1) + Ba een Zk; Sk; Sk-1) 
д д 
— 3 — B(Zk, Zk—1 Sk, 8k-1) 一 az, Э(®к+1› Zk: Sk+1, Sk) = 0. 
1 20 
(4.3.12) 
定义 离散 的 能 量 
д д 
Ea = Bs, Te Zk—1: Sk: 8к-1) _ Bs, P (Zi Zk-1 e 5к-1) 


д д 
= ——(Zk+1 Zk; Sk+1: Sk) 一 Bs; Bes me 5к+1› Sk). 


Oso 
(4.3.13) 


根据 边界 项 定义 一 对 离散 1- 形 式 : 


д д 
ө} = [sep lee meson _ de PG mes menn] bz 


д 2] 
+ [see meten) = des mis 8h 84-0) бвр, 
(4.3.14) 


д ð 
к= [эк (в nec жы) = aa Blen zii sese) Ózk—1 


д 8 
+ ЕЕЕ = EBen z sese) б8к-1. 
(4.3.15) 


EEA ot 和 67, 得 到 


6t 4-6; =dL(2), (4.3.16) 
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所 以 有 det + doz = 0. 定义 
à = de; = 40}. (4.3.17) 
假设 增 广 空间 Z 上 离散 的 Lagrange 解 流 为 
Fa: 2 x Z — 2 x Z, 
(Zk-1, Zk, Sk-15 Sk) 7 (Zk; Zk+1 Sky 8к+1)› 
那么 它 包含 了 原 相 空间 上 的 相 流 
Fa: Z x Z — Z x Z, 
(#к-1› Zk) > (Zk, Zk+1)- 
将 变 分 限制 在 [tr tky] 上 , 得 到 
d£ —8- + Р;0+. (4.3.18) 
对 上 式 外 微分 , 得 到 辛 流 公式 
Psa = G. (4.3.19) 


我 们 再 次 强调 : 上 面 的 变 分 过 程 中 的 外 微分 记号 d 表示 在 Z БАУУ, 
ЇЇ d 表示 在 增 广 空间 Z 上 变 分 , 不 同 于 直接 在 Z 的 相 空 间 上 变 分 . 如 
果 令 

0t = (are e) = pz Bn mias femi) 62k, 


д д 
ge = (aes ma ena) = эе; G nii nina) OZk-1, 


Zo 20 
(4.3.20) 
那么 6- +0+ =dL(Z) = d0- + 10+ = 0. 所 以 定义 
w = d0- = —d6*. (4.3.21) 
4 d*—d-d. 因为 
of =0t+At, OF =O +A, (4.3.22) 


ð 2] 
А = (er mas mena) = de, Br sese) Sk, 


88 ”第 四 章 受 外 力作 用 的 系统 的 几何 变 分 方法 


= Ə д 
A = (вааз) = эр Blen iis me se) 68k-1, 


以 及 
40} +10; =0 和 dei +40; =0, 
所 以 有 
dA* + d°0t = —dA- — ds0-. (4.3.23) 
由 辛 流 公式 (4.3.19), 将 sk = te RA w, 得 到 
w+dA- +dsb- = 0 = Fi (w) — Ё1(ДА* +dsb+)， (4.3.24) 
所 以 我 们 得 到 标准 相 空间 上 离散 的 约束 辛 流 公式 
Fjw=w, —Fj@At +dsb+) = d4- +4°07—. (4.3.25) 
上 面 的 离散 约束 条 件 表示 (4.3.13) 式 定义 的 离散 能 量 满足 的 相 流 公式 ， 
我 们 认为 它 是 连续 约束 条 件 的 离散 形式 . 如 果 直接 在 标准 相 空间 上 考 
虑 离散 变 分 并 定义 离散 1- 形 式 和 2- 形 式 , 我 们 同样 可 以 得 到 辛 流 公式 
Fyw = ш, 但 是 无 法 得 到 约束 条 件 的 离散 形式 . 
再 对 照 全 变 分 的 离散 情形 . 用 Z x Z x R 作为 切 从 TZ 的 离散 空 
间 , 设 离散 的 变 时 间 步 长 为 hx, Z x Z x R. 中 的 点 (zk; zii, hk) 对 应 


切 向 量 (zx 一 zk_1)/hx, 离散 的 Lagrange 函数 是 一 个 Zx2Z x R SIR 
的 光滑 映射 . 我 们 记 离 散 Pfaff 作用 泛 函 为 


£ (zi, i-is hk) = Y hr 区 (zk 2x1, hk) — (к, zii hy)] . (4.3.26) 
k=1 
对 (2, zx-1 he) 全 变 分 , 得 到 
d£(zk, Zk-1, hk) 
=S hu - qi, Zk-ihk) 一 2 omn Zk—1, hk) | Zk 
= 0zi I : Oz1 i Š 

S ` [snm - ge BG insi) | бака 
k=1 дж дао 
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= д 
tE Bh [hi (zi; Zk-1, hk) 一 hk88(zi, #к—1, he) She 


n-1 


д 
SE us. ze- 1, hx) + hess go Gies zi Pica) 
=1 


д д 
о Ble: 26-1, hk) 一 hk+1 —58(26, Zk: ња) бк 


до 
n-1 8 
+, [hk@(zk; 26-1, hk) 一 ҺЕ8(2к, zk-1, hk)] She 


+ eaae nha - hn ge Bs Enh | js. 
Oz 
go (ап, nts Fin) — hnB (zn ntl] Shy 
FT LEES NOR 
15z0 1, 20, 11 195 Zi, Zo, 20 


3 ag zo Bi) MB e Bo, h )] Sh. (4.3.27) 
同样 , 固定 端点 , 得 到 离散 Euler-Lagrange 方程 


д 2] 
he ay Sk 24-1 hy) + hii Ba SHD Zk hk+1) 
[7] [7] 
hieu (гк, Zk-1, hk) 一 азо Biens Zk hei) = 0. (4.3.28) 
它 和 离散 Euler-Lagrange 方程 (4.3.12) 是 完全 等 价 的 . 记 
ð 
E(zk, Zk-1, hk) = Bh. [^8 (26, Zk-1, hk) 一 hkB (Zk, 26-1, hk)]- 
(4.3.29) 
& 
E(zk, ZK 一 1， hk) = E(zk41; Zk, hk41). (4.3.30) 
由 边界 项 定义 OF 和 Өт: 


д д 
@} = [ee zan ha) = һер ns mash] бк 


+E(zk, Zk—1, hk)óhk, 
(4.3.31) 


д д 
0, = [куб anh) = hg Gn nad) Ózk-i 


+E(zk, Zk-1, hk)óhk, 


9 ”第 四 章 受 外 力作 用 的 系统 的 几何 变 分 方法 


4 0+ = Ө} — E(zk; zy 1, hk)óhk, 07 = Өт — E(zk, zk—1; hk)óhk, BU 
67 4-6* = a(hy(S(2 2e-1, hk) — Bis za usha). (43.32) 


离散 的 Lagrange 流 仍 记 为 Fu, Q = —d6j,w = —dot, 则 可 以 推出 
相 流 若是 包括 时 间 t 的 流 , 那么 有 公式 


FIN =u. (4.3.33) 


再 进一步 , 在 局 部 坐标 上 我 们 也 可 以 推出 上 式 等 价 于 离散 的 标准 辛 流 
公式 加 上 离散 约束 条 件 . 


§4.4 ”经 典 场 论 的 变 分 原理 


我 们 首先 介绍 几 个 基本 概念 , 包括 构 形 从 , Jet 从 和 对 偶 Jet 从 等 ， 
它们 分 别 是 Lagrange 力学 中 构 形 空间 、 切 空间 和 余 切 空间 在 场 论 中 
的 推广 . 

定义 4.4.1 B X-A n+l 维 时 - 空 微分 流 形 , 其 局 部 坐标 
№ ж = (z9,zl,... ,Z"), 其 中 z0 表示 时 间 方 向 , z(u = 1 ,n) + 
示 空 间 方向 . Y 是 一 个 目标 空间 ， 它 的 局 部 坐标 为 y = (ul... uy"). 
4 тхү:Ү 一 处 表示 和 上 的 纤维 ,一 个 协 变 的 构 形 丛 就 是 纤维 从 
(Y, X, txy), 简 记 为 Txy. Ж xy :m o Yz, PP Y, Ж rxy AE m 处 
的 纤维 , 又 设 线性 映射 了 :Te 和 一 TY (y € Ү 满足 


Texy 94 = id; (4.4.1) 


BP Trxy OY Ж Т.Х 上 的 恒 等 映 射 . 这 样 的 映射 组 成 仿 射 从 AFF 
(ToX, TY), PP у 处 的 纤维 . 由 这 样 的 纤维 构成 的 从 定义 为 Y 上 的 
— Jet M, 记 为 J!(Y). 

假设 映射 o: X Y 是 构 形 从 пху 的 一 个 截面 , 它 的 切 映射 用 
Т.ф RI, W Tod € Ј(Ү) о), 而 映射 : z Тф 是 J1(Y) 的 一 个 截 
面 , 也 可 以 看 做 X 上 的 一 个 从 , 记 做 j! (0), 称 为 的 一 阶 Jet. ;1(@) 
用 局 部 坐标 表示 为 


z” (09,6008), 0,048), д, = zo. (4.42) 


844 ”经典 场 论 的 变 分 原理 91 


定义 4.4.2 Ж ЛХ) € X 上 的 (m 十 1)- 形 式 集合 ， 由 映射 
J1(Y), 一 A"*!(X), (y € Ye) 组 成 的 向 量 从 称 为 Y 上 的 一 阶 对 偶 
Jet M, A J'(Yy. BA rxy 的 映射 Л(Ү) 一 A(X), A 
J1(y)* 的 一 个 截面 . 

场 论 变 分 的 Lagrange 函数 L 在 坐标 意义 下 表示 为 


L(y) = Liz yt Wa (4.4.3) 


H L(y) 的 一 阶 Taylor 近似 定义 一 个 从 Jet 从 J! (Y) 到 其 对 偶 Jet 从 
的 保 纤维 映射 ， 即 协 变 的 Legendre 变换 , 通过 Legendre 变换 将 对 偶 
Jet 从 1(Y)* 上 的 典 则 (n 十 1)- 形 式 9 拉 回 得 到 (У) 上 的 Cartan 
形式 . 另外 , 对 由 L(y) 定义 的 £(y) 进行 场 变 分 直接 得 到 其 多 辛 结构 
AR. 下 面 对 Marsden 多 辛 场 论 的 变 分 方法 的 结果 做 简单 介绍 MPS98]. 
定义 4.4.3 + U 是 具有 光滑 闭 边界 的 光滑 微分 流 形 . 定义 


C” = {ф:0 >Y|rxy oó:U > X ARAM), (4.4.4) 


称 之 为 光滑 映射 集 , 简 记 为 C. 

对 每 个 ge С°, id óx = "xv оф, W 9x : U Ux CX 是 微分 
同 胚 . 

不 妨 假设 C 是 微分 流 形 , 它 的 切 空间 为 TsC. 再 假设 G 是 由 rxy 
从 自 同 构 ny 构成 的 Lie 群 , ny 覆盖 微分 同 胚 nx, G 的 Lie 代数 为 С. 
定义 作用 9:GxC C 为 


S(ny, $) = ny ° don’. (4.4.5) 
我 们 对 所 有 的 截面 ó 定义 作用 函数 : 
8(д) = £ L( (6 o Фу). (446) 


Sr ny 是 G 中 的 任意 光滑 路 径 , n) = e (e X G 的 单位 元 )) V € ТУС 
由 下 式 给 出 : 
v= ZIRA _.- (4.4.7) 
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对 作用 函数 (4.4.6) 作 场 变 分 , 简单 地 讲 , 就 是 将 乡 做 个 扰动 , 即 5(m3,9)， 
然后 寻求 临界 截面 使 得 


29000,9), =o (4.48) 


这 和 Lagrange 力学 变 分 有 些 类 似 . 以 (4.4.7) 式 定 义 向 量 场 的 一 阶 无 
穷 小 生成 子 , 令 


V=Vh+V*, У*=Т(фофу)Ух, V"—V-VP^, (4.4.9) 


m 


Te 
其 中 Vx NE 


d 
dS- V = — 
ал nà oġx (U 


4 ЛЕС 
= ах], Mood epe 
$x(U) 


EG a(n), 


A=0 
DNO . = 
= f DEPOR D| „+ шо 9529) 
(4.4.10) 
这 里 应 用 了 L(z) = z*0, 以 及 
Ў (пу opogi олу) = ј (nv) oF (Фофх!) отк. (44.11) 


Өт, 就 是 Cartan (п + 1)-JER. 特别 注意 (4.4.10) 式 中 的 Ly, 是 指 关 于 
Vx 的 李 导 数 . 

由 上 面 的 推导 可 得 到 下 面 的 引 理 : 

引 理 4.4.1 对 于 任意 的 VE TsC, 有 


а-У*= Í  ivLG фоя) (4.4.12) 


а%-У®= Í LONDRA) (4.4.13) 


定理 4.4.1 给 定 一 个 光滑 的 Lagrange HAH L:J!(Y)— A"*! (X), 
存在 唯一 的 Co» 光滑 截面 Ов: ҮҮ" 一 A(X) @ T^Y 以 及 唯一 的 
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微分 形式 gr € An+l(JI(Y)), 使 得 对 于 任意 的 了 € TsC de X 的 任意 
Ж+Ж Ux (Ux NOX = 2), RZ 
dS3-V= 1 DgrL(22(é o óx!)) ` V + Jj J (6o Ф)" (ivr), 
Ux ƏUx 


(4.4.14) 
H£ Ux 上 有 


DzLL(* (6o Ф) V = 3 (фо Ф) (зууш), (4.4.15) 


Bp Y” 上 的 Euler-Lagrange 算 子 作用 在 L 上 得 到 的 DpLL 可 用 局 部 


Юк„1(7?(ф o ó!)) 
OL 1 =i 1 
= aya U (фофх')) - 5 вел” (Фо фу )) 


L 
—буВдьй U (6 Фх ))- (фе $x) 


д?1, 
一 3550 G lo 6x')) - (é o óx' М dy^ лаа, (4.4.16) 


其 中 шт, = 401, gr PP Cartan 形式 ， 其 坐标 表示 为 


8, = жм ла", + (2- 24 asa (4.4.17) 
H 
vA 574 n (фоФу)В 表示 第 B 个 分 量 关 于 z, 求 偏 导数 ， 而 


(fob Viw 表示 第 B 个 分 量 关 于 r, 和 z, 求 二 阶 导数 , 这 里 A.B = 
1 nv-0,1,--,n. 
定理 证 明 参 见 文献 [MPS98]. 


$4.5 ”高 维 Pfaff 作用 泛 函 的 场 论 变 分 


本 节 我 们 讨论 经 典 场 论 变 分 在 Pfaff 作用 泛 函 问题 上 的 推广 . n+ 1 
维 空间 上 的 Pfaff 作用 泛 函 定义 为 


£(y,2,t) = 人 AEDES = Biy,2)| d"z ^ dt. (4.5.1) 
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参照 定理 4.4.1, 我 们 可 以 很 容易 证 明 以 下 结论 : 

定理 4.5.1 (Rik Pfaff 作用 泛 函 (4.5.1) 给 定 的 一 阶 Lagrange $ 
HL: JY) 一 H(X) 是 光滑 的 , 那么 存在 唯一 的 Co» 光滑 截面 
Ов: Ү' > Ant1(X)@T*Y 以 及 唯一 的 微分 形式 0, € Ant1(J1(y)), 
使 得 对 于 任意 的 VeTsC fe X 的 任意 开 子 集 Ux (Ux OX=@), 成 立 


а%.У = | рево): | Pook Gnt) 
Ux OUx 
(4.5.2) 
H£ Ux 上 有 
DzLL( (фо Ф) У = j (6o фу )' (Фу (ууш), (4.5.3) 
Bp ү” 上 的 Euler-Lagrange 算 子 作用 在 L 上 得 到 的 DpLL 可 用 局 部 坐 
DErL(j (6o éx')) 
2 
= оо) - ире Uo 2) 
at i (po dbx'))- (Фо $x)2] аул ла" Adt, (4.5.4) 
Jroa 0 x х) dy ‚ (4.5. 
其 中 wi = 401, 0L PP Cartan BA, 其 坐标 表示 为 
_ aL 
和 Lagrange 力学 变 分 一 样 , 我 们 发 现 这 样 得 到 的 几何 结构 只 是 刻 
i| f Pfaff 作用 泛 函 问题 的 部 分 性 质 ， 所 以 我 们 需要 对 以 上 定理 做 一 
些 修改 . 为 了 说 明 起 来 简单 , 我 们 以 1 + 1 维 空间 为 例 . 引进 新 的 变 
Ж s = (81,82), s1 = t, s2 = z. & X = ((z,t)|z,t € R}, Y = Z = 
((z,s)|z € RN). # U c X 是 具有 光滑 闭 边 界 的 光滑 流 形 , 则 对 应 的 
的 作用 函数 可 以 写 为 


S(¢,2,t) = L [5(s, d, dx) + &(s, ó, ó) — B(s, d, St, 52)] dz A dt. 


(4.5.6) 
Hp 5,6 Al B 都 是 JY) 上 的 光滑 映射 . 设 G 是 пху АА ту 
的 Lie Ж, 其 中 my 覆盖 微分 同 胚 nx. Ф 入 号 т} BG 中 任意 使 得 


Or dy^ ла", + (: 一 sath) d"z ^ dt. (4.5.5) 
H 
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T" = 台 的 光滑 路 径 , 那么 伴随 有 一 个 覆盖 微分 同 胚 nx 的 тух 从 自 同 
构 的 Lie 子 群 G, 以 及 其 中 的 任意 光滑 路 径 А n>, ЗЕН. 10, = е. 4 
入 充分 小 时 , nà 是 局 部 可 逆 的 , WJ G xt à c € 的 群 作用 可 以 描述 为 

3 = nd 00 (mk), (4.5.7) 
它 包含 了 фес 上 的 Lie 子 群 作用 Gx c 一 C: 

$= т o $o (nx), (A.5.8) 
ИЕ C 对 应 的 Y BP Z,c 对 应 的 Y Bp 

= RN. i 
42 a Ory tO 
y- <|, = d uid ты: (4.5.9) 

表示 光滑 向 量 场 , CE nh 的 无 穷 小 生成 子 , 其 中 v 是 nd 的 无 穷 
小 生成 子 . 对 作用 函数 (4.5.6) EES, 就 是 寻求 临界 截面 o, 使 得 
5962.9]. = 0, 计算 如 下 : 


一 ~ š d = 
48($,®,) = 59.2.9) | 
d т >= UR EN 
= f ах [565.90 0G.) - BG, 3,3 27] |, ae na 


= [ [8+2 x )* vs еа ) 
Ipi \ dX dt la=0) 08 ~ Әф. V dA dz, 


8 ye, ys 0814 9B), E ) 
д. A-0 


A 3^ ^ ` Os Ka) ab 


098 / d ds 
ESCENAS, 

- [ Ë (92) +05 (2) jve 
ul9 dt Oó дф ах \ Od, дф 
а ис 

дз Os Os dt\ds; dz \ 0s, 


ag , (9B, Әв 
+ [1+ ar) (Bae z+ ун. 


(4.5.10) 


96 ”第 四 章 受 外 力作 用 的 系统 的 几何 变 分 方法 


在 上 面 的 变 分 过 程 中 , 包含 对 V 的 一 阶 延 拓 作用 , V 的 一 阶 延 拓 表示 
为 


DV = D,V + D.V = р (ИФ + V°) + D,(V° + V*). (4.5.11) 


假设 作用 函数 S(ó) ER G 作用 下 是 不 变 的 , Вр ds = 0, 那么 区 域内 
部 和 边界 积分 分 别 等 于 零 . 因为 V? = V4 + V° 是 任意 的 , 所 以 在 方向 
V* 和 Vs 中 得 到 两 个 方程 oe 


wa ai (an) * жоли ш 
ERWIN =0 (4513) 
在 坐标 意义 下 , 将 si1 = t 和 s = z 代入 B, 则 方程 (4.5.12) 就 是 变 分 
(4.5.1) 对 应 的 Birkhoff 型 Euler-Lagrange 方程 . 因为 
B(z,t, $, 8, в, вь) = B(s1 52, (51) ri В(91, яз, 9) (82)z, (4.5.14) 
所 以 沿 Vs 方向 的 方程 (4.5.13) 可 以 分 解 到 Vv 和 Vs 两 个 方向 . 同 


时 , 由 (4.5.10) 式 可 给 出 如 下 Cartan 形式 : 

in d$ ^ dz 79 dó ^ dt – Bdt ^ dz. (4.5.15) 
对 Slo, a, t) 作 全 变 分 , 在 V^ 方向 得 到 和 方程 (4.5.12) 完全 相同 

的 Euler-Lagrange 方程 , 在 Vt 和 Vz 方向 产生 两 个 新 的 方程 , 用 局 部 

坐标 表示 分 别 为 

дЕ, 0G, 2 OB | 


Өг = 


t. z” ке = 
V БТ 2 + 8t at ET Guzz) (6,4) 0, 
(4.5.16) 
s, 0F, , , 0G, , ӨВ d К x 
V :Br A Fa) ++ (zz) = 0. 


(4.5.17) 


它们 正 是 方程 组 (4.5.13) 分 别 在 Vs 和 У* 两 个 方向 对 应 的 方程 . 如 


果 
ӘР, , , 0G, , ӘВ 


п T oe = Bt 


0, 
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则 由 方程 (4.5.16) 可 以 得 到 形式 能 量 守恒 律 ; 如 果 
дЕ, z + Gow ӘВ _ 
дт Dr * -Os 
同样 可 以 由 方程 (4.5.17) 得 到 形式 动量 守恒 律 . 
方程 (4.5.16) 和 (4.5.17) 可 以 整理 变 为 下 面 的 形式 : 


8G, ӘС 8B , OF, ӘС, 
t. e B vn H Bou 
ES (22 де” ) tate Beate up Wo Өш T 
(4.5.18) 
ƏF, OF, 8B , ӘЕ, ac 
z. v н и „ш S |} и 2Ё 
ү (25 бег) ^s Ban = D 人 
(4.5.19) 


显然 ,方程 (4.5.18) 和 (4.5.19) 是 Euler-Lagrange 7j f£ (4.5.12) 两 边 分 


ЖЕШ et 和 z 以 及 利用 (35 A 2) e = 2ce) 的 反对 


称 性 得 到 的 . 由 边界 上 的 积分 同样 得 到 Cartan 形式 (4.5.15). 


e 


ds S РРР E Adi, 0,— —Bdt^dz, (4.5.20) 


B 
那么 有 


Ө, =br+bs， 0, —d(0r-0,) = ш„+шь, ws = 1%0,+40,. (4.5.21) 


记 关 于 o 的 Euler-Lagrange 算 子 为 D&j, 而 关于 x 的 Euler- 
Lagrange 算 子 为 Dgr, 那么 我 们 得 到 以 下 定理 : 

定理 4.5.2 假设 Pfaff 作用 泛 函 (4.5.1) 给 定 的 一 阶 Lagrange $ 
HL: JY) 一 H(X) 是 光滑 的 , 那么 存在 唯一 的 Co 光滑 截面 
DELL:Y' 一 Ant1(X)@T*Y 以 及 唯一 的 微分 形式 Ө, € Ant1(J1(y)), 
dE FEST AES] V = Vé--V* fe X 的 任意 开 子 集 Ux (OxndX = 2), 


d$;.V = iM DzLL(j (Go BK) :V+ = 24069 фу)" (in qv) Or); 
(4.5.22) 
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B£ Ux 上 有 
ЮвьЩ3\(фо Ф) V = j (6o 6x (ivy Mt); (4.5.23) 
Ep Y' 上 的 Euler-Lagrange 算 子 作用 在 L 上 得 到 的 DpLL 可 用 局 部 坐 
DeLL = Df, L + DELL, 
其 中 
DELL(j (G o $x!) 
= fier Eu 
E. (Фо 0x): (6o 659] av^ ^ d^ л, 
D£,L( (é o $7)) (4.5.24) 
= Е (F (Фо 63 us gU (6o x): ogra] da" ^ da ^ dt, 


这 里 01 = der, OL BP Cartan BH, 其 坐标 表示 为 


Ө; = sy dy^ ^ dz, + (z 一 matt) а" ^ dt. (4.5.25) 
定义 4.5.1 定义 集合 
P= {GEC |j'(éo x)" (фе 2.) = 0, 对 所 有 的 W e TJ (Y)), 
(4.5.26) 
TEE $6 P, 定义 集合 

P = (V e T |j'(éo $x)" Lj vy(iw Mt) = 0, 
对 所 有 的 WeTJNY)). (4.5.27) 

定理 4.5.3 dX o cC, 则 对 任意 的 VW e Z, Ax 
/ „7@°® Gron Gon fi) - 0. (4.5.28) 


定理 证 明 类 似 于 非 奇 异 Lagrange 变 分 问题 的 同一 结论 , 可 参看 文 
献 [MW01, MPS98]. 
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84.6 ”空气 中 带 磨擦 的 弦 振 动 方程 的 变 分 积分 子 


在 这 一 节 中 , 我 们 以 空气 中 带 磨 擦 的 弦 振 动 方程 为 例 , 讨论 有 外 力 
作用 的 变 分 问题 的 几何 结构 及 其 离散 形式 . 考虑 方程 


Utt — Uzz + u + 2u, = 0, (4.6.1) 
其 中 有 耗 散 项 ш. 引进 势 函 数 p 和 q, 原 方程 等 价 于 

ш=р, =ч, DP C TQ +uqD+2p= 0, (A.6.2) 
相应 的 Birkhoff 函数 是 


要 T 1 1 T 
Fal tay ig = Í ж, lom 
( 2° P, 7e uO), G 2? 9,0, 564), 
; (4.6.3) 
B- -370 +p? — 4? + 2up). 


4 X = ((z,b)), Z = (z = (u,p,q)), Y = ((u,p,q,si = t, 52 = т)}, 则 
对 应 方程 组 (4.6.2) 的 作用 泛 函 定义 为 


ot 1 8: 
s= [ці (@))dz ^ des 


AU 
—B(u, p,q, 51, 82)|da ^ dt 
1 1 
Е { [je (-рш + upi + qus — иф) + те? (u? + p? — Ф + 2up)(si)« 
x 


1 
toe (и? + p? — 4? + 2up)(e2)| ат A dt. (4.6.4) 


ФУ = Vs +V* = Vs +V" + VP +V. AF s) = t, з = z, RV f 
一 阶 延 拓 定义 如 下 : 


J (V) = V +D,V* +D,V* + DV" + DV. (4.6.5) 
再 利用 Green 公式 , 得 到 


as- f nef D: (4.6.6) 
X ox 
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其 中 


1 
五 = 5e |(2р, — 24, + (в), + uls2)s + 3р(в1), + p(s2)2)V™ 
+(—2ш + p(81): + p(s2)z)V? 十 (2uz — 9(81): — q(s2)z)V® 
+( — Зрш + ир, + 2quz — 2uqz — ищ — Ppt + qq 
1 
—5(u? +p? — Ф + 2up (81), — (s2)2))V™ 


— (uus + ppz — qqz + up, + puaJV”]dz ^ dt, (4.6.7) 


L = [ica + 2чУ? + (и? + p? — 4? + 28у") dz 
- Е —-qV* + (uà? + р? — ф + зируу)] dt. (4.6.8) 
将 s1 = t M s2 = z 代入 1, EX. Cartan ÉR: 
Ө, = ge (pdu ^ dz + udp ^ dz + qdu ^ dt — udq ^ dt) 
tiea +p? — q? + 2up)dt ^ dz. (4.6.9) 
将 sl = t ЖП so RA n 中 沿 V”, ve 和 Vq 方向 的 变量 , 得 到 Euler- 
Lagrange 方程 组 等 价 于 方程 组 (4.6.2), HV" 和 Vs 得 到 形式 能 量 
和 动量 公式 . 
给 定 离散 1+ 1 维 时 - 空 微分 流 形 X, 令 X = { (xi, ts}. 为 了 简便 ， 
以 下 用 (i, j) id (wi, tj), 对 于 X 上 的 任意 函数 f, id fij = f(ai,t;). 取 


纤维 从 Y AX x R, 其 中 R 为 三 维 光滑 微分 流 形 , WJ (i,j) 处 Y 的 元 
RAMA (фу, vij bi) X 中 的 一 个 矩形 是 一 个 有 序 四 元 组 : 


ig = (G,j), (ij +1), 41,5 +1), 641,5). (4.6.10) 


Dij 中 的 分 量 称 为 矩形 C; 的 顶点 . 如 果 点 (4, 7) 是 一 个 矩形 的 顶点 ， 
则 称 这 个 点 和 该 矩形 接触 . 设 U C X, 如 果 和 点 (i,j) 接触 的 四 个 矩 
形 都 包含 于 U 内 部 , 则 称 (3) 是 U 的 内 点 . AU 表示 和 的 所 有 
内 点 接触 的 矩形 的 并 . U 的 边界 点 就 是 U 中 除去 U 的 内 点 的 那些 点 . 
用 OU 表示 U 的 边界 点 的 集合 . 
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Y 的 离散 一 阶 Jet 丛 定 义 为 
DY) = (iji pij Dij Sij Puis ien ies denar 
аа, Ct hitl $i Vies i) (4.6.11) 
Y 的 截面 qi; = (ui, Pij dij) 的 一 阶 Jet 为 
PP) GI) = (à ji uj Pigg Ging tapi Pigs Goin enun 
Pit 41s Ф+1,)+1, Ui+1,j» Pil digi): (4.6.12) 
Bh Mk 分别 为 时 间 和 空间 步 长 . 利用 双 线 性 插值 , 得 到 o 在 矩形 
Dj 上 的 一 个 插值 函数 Ф: 
@(z,t) = Ps = Ti+1,j)(t — tij) 一 
fus = zij41)(t — um 
_ +1 


ҺЕ TUUM (w — zij)(t — tja). (4.6.13) 
直接 计算 得 到 
дё _ Pij (t 
Ox k 


1 
eun M (ж — zi+1;+1)(t — tu) 


tij+1) eU tij) 


Фі+1,ј+1 (t Piti J (t 


+ tiu) ti+1,j+1) 


(4.6.14) 
Pi, j+1 


op 
I = ы Łe- Z+) 一 hk (z — 241,541) 


ЕЛ 


M —Tijg1)— Z x =). 


4 


Z = (Tij + тај + 44+1у+1 + 24441)/4, 
T= (tij tina taa + ti+1,5)/4, 


代入 (4.6.13) 式 和 (4.6.14) st, 得 到 
Pig + Pij+ + @i+1,j+1 + @i+1,j 
7 ; 


gU. = GG, t) = 


а Әф. 1 филу Gig, PHIGH— pis 
Ф.0.,= б ET) (e “ы Piit gun), (4.6.15) 


Fille; =F a i) 5 (f ug. € eeu) | 
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以 上 三 个 式 子 分 别 表 示 e, pz 和 e, 在 以 (i,j) 为 第 一 个 顶点 的 矩形 
ij 上 的 离散 . ЯВА ТЛУ? ра (4.6.4) 的 离散 的 Lagrange 函数 是 


ee ыы: p — 
L= ge (Di + üb + qu, — ug, + W^ + P” — Ф 2pu). (4.6.16) 


上 面 的 L 并 不 依赖 于 具体 的 矩形 , 具体 到 矩形 Dy 时 , 表示 为 
LO:s), 那么 离散 泛 函 定义 为 


S= Y, 101). (4.6.17) 


(53)eU 


给 定 Y 上 的 向 量 场 V, 它 的 流 为 Fo. 那么 存在 一 个 单 参数 截面 
族 
(F (р))(%, j) = Fy (vi). (4.6.18) 
离散 的 变 分 原理 就 是 求 S 的 临界 点 , 使 得 


d E = 
EEEO 170 VV, (4.6.19) 


即 对 (4.6.17) 式 关 于 gpi; 求 变 分 . 用 бшу 表示 pij 的 变 分 , 又 因为 
点 (i,j) 和 四 个 矩形 接触 , 所 以 沿 pij 有 四 项 相 加 , 即 


óS = 8 2 -[L(Di,;) + L(Di,;-i) + L(Di-1,) 
Gy U ius, OPE 
TL(Di-1,-1))90;;- (4.6.20) 
于 是 得 到 离散 的 Euler-Lagrange 方程 
= (0:5) + L(Gi,j-1) + L(Oi-1,5)+L(Gi-1,;-1)] = 0, 
n 
5. a [L(Di;) +1(0; 5-1) +L(D 1) - L( i-1,-1)] = 0, (4.6.21) 
ux 
Š - [L (D) + L(G, i) + L(Gi-1,5) + L(Gi-1,5-1)] = 0, 
дф.) 
我 们 容易 推导 出 L 关于 每 个 矩形 O; 的 第 一 和 第 二 个 顶点 求 偏 导数 


一 定 相等 , 而 关于 第 三 和 第 四 个 顶点 求 偏 导 数 也 一 定 相等 ,分别 记 为 


aL 
= 和 天 一 ,所 以 
Op1,2 Op3,4 
ðL la p p? q dz u p 
Bua [5° (£5 2k 2k 2 2/]” 
oL loaf Pi в. 94 4,1 р 
диза [5° ( 2h ^ 4 Pos 32k 2 ^2)| 
8k lief € OW Fox 
mz ( 4 2k *2*23)|' 
Tie es & oW B. % 
-ua( S pu 4.6.22 
Ipsa E ( 4*9 2 2)]' (6629) 
OL |10. u Я 
$e; Г (£z -1i , 
OL [ix(ü. uU _ q 
даза |2 A 9k 2 


根据 离散 ae aa 方程 ， 


д д 
2 НЫЕ D е ма) uga Os) =0, 
(2) үч ^3 д 
=— L(Oi,3)+—L(Oi,j-1) + ——L(Gi-1,j-1) + —-L(Oi-1,;)=0, 
Бо Dia + аа) Иб a1) ру Б-ы) 
8 д д д 
— —L(Bi,;) - —— L(Oi j-1) - zZ—— L(Dli-1,-1) - —-L(Oi-1,;)=0. 
0qia ( 3s ( 7 1) 93,4 ( 1,7 1) даза ( 13) 


(4.6.23) 


将 离散 格式 (4.6.15) 和 (4.6.22) 式 代入 (4.6.23) sh, 得 到 方程 组 (4.6.2) 
的 一 个 九 点 积分 子 . 因为 它 是 由 离散 变 分 得 到 的 , 所 以 称 之 为 变 分 积 
DF. 消去 p 和 q 就 得 到 振动 方程 (4.6.1) 的 一 个 九 点 差分 格式 . 
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SAS ARË Birkhoff 系统 的 
辛 结 构 和 辛 格 式 


Hamilton 系统 通常 表示 一 种 没有 受 外 力作 用 的 系统 . 对 于 Hamil- 
ton 系统 的 辛 结构 , 我 们 已 经 有 了 充分 的 认识 和 理解 . 对 于 带 有 耗 散 项 
的 方程 或 受 外 力作 用 的 系统 , 它们 是 否 也 具备 某 种 几何 结构 ?这 种 结 
构 又 是 什么 样 的 ? 它 和 通常 的 Hamilton 系统 的 标准 辛 结构 有 什么 不 
同 ? 本 章 就 这 几 个 问题 进行 讨论 . 

将 最 一 般 的 辛 结构 下 的 Hamilton 系统 直接 推广 可 以 得 到 一 个 带 
耗 散 项 的 系统 , 这 正 是 文献 [San83b] 介绍 的 Birkhof 系统 . 我 们 将 从 
变 分 反问 题 的 角度 出 发 , 讨论 最 一 般 的 协 变 一 阶 常 微分 方程 的 对 称 性 . 
这 种 对 称 性 是 直观 的 , 又 是 从 本 质 上 表示 出 Hamilton 系统 的 特殊 性 和 
Birkhof 系统 的 一 般 性 . 


551 ”有 限 维 Birkhoff 方程 及 其 几何 结构 


5.1.1 有 限 维 Birkhoff 方程 
对 于 有 限 维 Hamilton 系统 , 我 们 做 如 下 的 推广 : 


OF; OKYds (OB(z,t) IRH) _ 
Oz  Ozj) dt д2; д ed 


(5.1.1) 


其 中 z = (z1,… zan)" є R2n. 为 了 简便 , 我 们 依然 沿用 爱 因 斯 坦 记 
号 习惯 . 

出 于 文献 [San83b] 中 提 到 的 历史 原因 , 我 们 称 系统 (5.1.1) 为 
Birkhoff 方程 或 Birkhoff 系统 . 函数 B(z,t) 和 Fi(z,t) 统称 为 
Birkhoff BA, 特别 称 B(z,t) 为 Birkhoff E. 一 个 Newton 系统 
通过 一 个 Birkhoff 方程 描述 , 称 之 为 Birkhoff 表示 . 
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定义 5.1.1 当 Birkhoff 函数 F; fe B ЖЖ 3 e] Р, 称 
Birkhoff #42 (5.1.1) 为 自治 的 , 此 时 方程 (5.1.1) 有 如 下 形式 : 
dz; _ ƏB(z) _ 
dt Oz — 
и Birkhoff 函数 F; RLS t m BLA t WF, Ж: Birkhoff 24 (5.1.1) 
为 半 自 治 的 , 此 时 方程 (5.1.1) 有 如 下 形式 : 
dz; OB(z,t) _ 
dt Bz 


Kij(z) 0; (5.1.2) 


Kij(z) 0; (5.1.3) 


4 Birkhoff 函数 F; fe B 都 显 含 时 间 t 时 , Ж: Birkhoff 24 (5.1.1) 为 
非 自治 的 , 此 时 它 有 如 下 最 一 般 的 形式 : 


dz; OB(z,t) _ OFi(z, t) 


Ky(2,t) > Be a 0. (5.1.4) 
这 里 无 论 是 自治 、 半 自治 或 非 自 治 的 情形 , 都 有 
OF; OF; 
Ki = [c У (5.1.5) 


Ж K(z,t) = (Kij(z,t)) 的 行列 式 在 某 一 区 域 R 上 不 等 于 零 , Pp 
det(K)(R) Z 0, (5.1.6) 
则 称 其 在 该 区 域 是 正则 的 ; RZ, 称 为 退化 的 . 
事实 上 , 自治 和 半 自 治 的 Birkhoff 方程 就 是 通常 所 说 的 一 般 辛 结 
构 下 的 自治 和 非 自治 的 Hamilton 方程 . 我 们 后 面 的 讨论 针对 最 一 般 


的 Birkhof 方程 , 即 非 自 治 的 情形 . 所 以 说 , Birkhof 方程 和 Hamilton 
方程 的 不 同 之 处 在 于 , 除了 有 一 个 显 含 时 间 t 的 结构 K(z,t) 外 , 它 还 


多 出 了 一 个 耗 散 项 Dn. 
5.1.2 Birkhoff 结构 和 Birkhoff 辛 结构 
我 们 考虑 任意 一 个 正则 的 一 阶 系统 


ме) Š Ky(2,t) + Dj(z,t)=0, i=1,---,2n, (5.1.7) 
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其 中 D,(z,t)(i=1,--- ,2n) 是 标量 函数 . 

在 第 三 章 中 , 我 们 从 变 分 反问 题 的 角度 出 发 , 给 出 了 方程 对 称 性 的 
定义 . 所 以 在 这 里 我 们 可 以 直接 给 出 方程 (5.1.7) 的 对 称 条 件 . 

定理 5.1.1 方程 (5.1.7) 是 对 称 的 当 且 仅 当 下 列 条 件 满足 : 


Ku + Kj =0, 
OKy | OK | ӘКы 
Ozk дг д2; 
әк Әр; ӘР, 
дї д2} дз? 
条 件 (5.1.8) 称 为 方程 (5.1.7) 的 变 分 对 称 条 件 . 
Hamilton 方程 满足 变 分 对 称 条 件 (5.1.8) 的 特殊 情形 , 即 满足 
8D, _ ðD; 
де; Әд’ 
在 第 四 章 中 , 我 们 从 Pfaf 作用 泛 函 的 变 分 出 发 讨论 了 受 外 力作 用 
的 系统 的 几何 性 质 . 在 这 一 章 中 , 我 们 将 从 微分 方程 出 发 , 通过 讨论 对 
称 条 件 的 代数 和 几何 性 质 , 将 Hamilton 方程 的 代数 和 几何 性 质 推广 到 
更 广泛 的 Birkhoff 方程 框架 , 这 样 自然 地 将 不 受 外 力作 用 的 Hamilton 
系统 推广 到 受 外 力作 用 的 Birkhoff 系统 . 
方程 (5.1.7) 是 一 个 变 分 问题 的 Euler-Lagrange 方程 的 充分 必要 
条 件 是 它 满足 可 积 条 件 , 即 我 们 上 面 给 出 的 变 分 对 称 条 件 (5.1.8). 我 
们 在 一 个 星 形 区 域 R € Н?" x R 上 进行 下 面 的 讨论 . 经 典 的 Poisson 
括号 是 Newton 力学 中 满足 Lie 等 式 ( 即 反对 称 性 ) 和 Jacobi 恒等式 
的 双 线 性 形式 的 最 简单 例子 . 条 件 (5.1.8) 意味 着 K 是 正则 的 , 因此 
不 妨 假设 (К) „оь = (Ка) оп 进而 可 以 给 出 一 个 更 一 般 的 括号 : 
дв 
O23” 
这 个 括号 满足 反对 称 性 和 Jacobi 恒等式 的 可 积 条 件 是 


=0, i,j,k=1,---,2n. (5.1.8) 


{A, B} = aa Kee det(K)(R*) Z 0. (5.1.9) 


К” + K” = 0, 
OKii ‚ ӨК?" ‚ OKm (5.1.10) 


кт" к" jn =: 
Oz” ш Oz" TM д2" ° 
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也 就 是 说 , 我 们 前 面 给 出 的 方程 (5.1.7) 的 变 分 对 称 条 件 定义 了 一 个 广 
SHY Poisson 括号 . 下 面 我 们 也 简单 介绍 一 下 它 在 几何 方面 的 性 质 . 
首先 我 们 考虑 自治 和 半 自 治 的 情形 . 由 Ki; = Kij(z) 定义 一 个 
2- 形 式 , 用 局 部 坐标 表示 为 
2m 
2 = Y Ki(z)dzi A dz;, (5.1.11) 
$j-1 
Kij RN ij =1,--- ,2n. 


显然 , dQ = 0 即 8 是 一 个 闭 辛 形式 的 可 积 条 件 就 是 变 分 对 称 条 件 
(5.1.8) 中 的 前 面 两 个 等 式 . 那么 2- 形 式 (5.1.11) 有 下 面 的 结构 : 


N = d(F,dzi). (5.1.12) 


ЙІ 2- 形 式 (5.1.12) 包括 了 自治 和 半 自 治 的 Birkhoff 系统 的 几何 结构 . 

关于 非 自治 的 情形 , K;; = Kij(z,t), 要 特别 考虑 到 变 分 对 称 条 件 
(5.1.8) 中 的 第 三 个 等 式 . 前 面 我 们 讨论 的 是 Н?" 的 余 切 从 T*R2" 上 的 
广义 辛 几何 , 对 于 非 自治 ( 即 Kij = Kij(z,t)) 的 Birkhoff 系统 , 包括 两 
个 几何 结构 : 一 是 微分 流 形 TR? 上 的 几何 结构 Q; 二 是 R x TR?” 
上 的 几何 结构 0. Q 还 和 前 面 定义 的 一 样 , 不 过 它 现在 显 含 参数 t. 我 
们 再 看 增 广 空间 上 的 结构 0, 它 的 局 部 坐标 为 (加, 饭 ,… , л), 其 中 
Zo = t. BA, 在 2n + 1 维 的 局 部 空间 上 , 仍旧 存在 一 个 闭 2- 形 式 


2n 


д = Y Kjdz A dZ; = Q + 2D;dz, ^ dt, (5.1.13) 
i,j=0 
这 里 
ELARRE, (5.1.14) 
D K 
D = (Di1,… ,Dan)T. 2- 形 式 (5.1.13) 可 积 , BP 
ОА 7: o 
Q = а(Ќаз), a= |. i=1,--- ,2n, (5.1.15) 
is 


可 见 它 的 可 积 条 件 即 非 自治 Birkhoff 系统 的 变 分 对 称 条 件 . 
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定义 5.1.2 N 称 为 Birkhoff 辛 结构 , 0 称 为 Birkhoff 结构 . 
显然 函数 B(z,t) 是 一 个 势 函 数 , 因为 
DB дЕ, 


(5.1.16) 
满足 可 积 条 件 


a ƏF ә dF; 
Ba (p+ т ) EP Q + i (5.1.17) 


Birkhoff 结构 可 以 看 做 Birkhoff 辛 结构 加 上 约束 条 件 (5.1.16). 以 上 讨 
论 可 以 用 一 个 简单 的 命题 总 结 . 

命题 5.1.1 (Birkhoff 系统 的 对 称 性 ) 一 个 协 变 的 非 自治 一 阶 方 
程 在 微分 流 形 及 xT*R2n 的 某 一 星 形 区 域 RY 上 为 对 称 的 充分 必要 条 
ЖЖ, CHA Birkhoff BA, 即 具 有 以 下 形式 : 


Ky) Deg (22 E a4) E m (v5.0 F ==) : 


Oz; Oz; 
(5.1.18) 
Birkhoff 函数 F, 和 В 可 通过 简单 的 积分 运算 得 到 : 
R= 1 КЫДА, (5.1.19) 
йы -[^ (2. + a) (iz, t) dA. (5.1.20) 
0 


Birkhoff 方程 可 以 看 做 Pfaff. 作用 泛 函 变 分 问题 对 应 的 Ешег- 
Lagrange 方程 [San83a,San83b,Arn89] 而 且 我 们 知道 ， 对 于 一 阶 的 Pfaff YE 
用 泛 函 变 分 问题 , 不 存在 非 平凡 的 Legendre 变换 可 以 将 受 外 力作 用 的 
一 阶 Euler-Lagrange 方程 变 到 不 受 外 力作 用 的 Hamilton 方程 . 我 们 
在 这 里 不 详细 讨论 这 一 点 . 

根据 系统 (5.1.18) эрг 我 们 容易 证 明 它 的 结构 O 满足 

d ñ 
a" 
记 方程 组 (5.1.18) 在 增 广 cree (2,7), 那么 


K;;(2,t)d2; A dZ; + 2D(£,€)df ^ dZ; 
= Kij(z,t)dz; ^ dz; + 2Di(z,t)dt Adz, (5.1.22) 


E Adz) = (5.1.21) 
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从 而 由 dzi ^ dz; 的 系数 推出 辛 流 公式 


Ki;(2, £)d; A dZ; = Kij(z,t)dzi ^ dz;, (5.1.23) 
或 者 表示 为 
027, |. 08 
5; Kg, = KG.t) (5.1.24) 


从 dt ^ dz, 的 系数 推出 约束 条 件 
aT ~ 
25 К(2,#) + Der = D(z,t)!. (5.1.25) 
由 上 面 的 讨论 得 到 如 下 定理 : 
定理 5.1.2 Birkhoff 系统 (5.1.18) Æ R?” 上 的 相 流 保持 Birkhoff 
Фа, 同时 还 满足 约束 条 件 (5.1.25). 


$5.2 Birkhoff 辛 映射 的 生成 函数 


HE 20 世纪 80 年 代 冯 康 等 人 就 发 展 了 构造 Hamilton 系统 辛 算 
法 的 一 种 比较 系统 的 方法 , 即 生成 函数 方法 [Fen86,FQ87,FPWQW89]， 他 们 
用 这 种 方法 构造 了 标准 的 Hamilton 系统 , Poisson 流 形 上 的 Hamilton 
系统 及 一 般 的 K(z) 辛 流 形 上 的 Hamilton 系统 的 保 结 构 算法 . 对 于 显 
TIR] t 的 K(z,t) 辛 流 形 上 的 Birkhoff 系统 , 在 上 一 节 已 证 明 其 相 
流 保持 Birkhoff 辛 结构 K(z,t). 本 节 我 们 将 生成 函数 方法 加 以 推广 ， 
来 构造 一 种 算法 一 一 Birkhoff 辛 算法 或 广义 辛 算法 . 这 种 算法 能 够 保 
持 离散 的 K(z,t) 结构 . 


5.2.1 Birkhoff 辛 映射 和 辛 格式 


要 利用 生成 函数 方法 构造 Birkhoff 系统 的 广义 辛 算法 , 首先 我 们 
得 搞 清楚 几 个 特殊 映射 之 间 的 关系 . 本 小 节 先 介绍 Birkhoff 辛 映射 (ВП 
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K(z, 如 - 辛 映射 )、 梯 度 映射 和 上 典 则 映射 以 及 Birkhof 辛 格式 的 概念 . < 


0 ja 0 Io, 
Jos — TP / = , 
2n a E 4n ded 0 ) 
е * dais] emi cue y, 
0 -Љ\ 0 — K (z,to) 
(5.2.1) 


定义 5.2.1 假设 U 是 н” 的 一 个 开 子 集 . 一 个 包含 于 R 的 
2n 维 微分 流 形 , 记 为 


Oe 


分 别称 为 Jan-Lagrange 子 流 形 , Ja,-Lagrange 子 流 形 , K (g, z,t,to)- 
Lagrange 子 流 形 , 如 果 它 分 别 具 有 如 下 不 同性 质 : 


z= 2(a, to), £ = S(m,t),z € 7 i (522) 


(TpL)" Jan(TpL) = 0, (5.2.3) 
(TpL)* Jas (Tp L) =0, (5.2.4) 
(TpL)" K (2, z,t, to)(TpL) = 0, (5.2.5) 


此 处 TL 仍 指 微分 流 形 L 在 点 p 处 的 切 空间 . 
定义 5.2.2 i6 z^ 2 = g(z,t,to) 是 一 个 从 R? 到 它 自身 的 , 带 
有 参数 t 和 to 的 映射 , 它 的 图 定义 为 


SO 


当 映 射 g 的 图 (5.2.6) 是 Jan-Lagrange FAW, Jsn-Lagrange 子 流 形 
或 K(Z,z,t,to)- Lagrange 子 流 形 时 , 映射 g 相应 地 分 别称 为 典 则 映 
射 、 梯 度 上 映射 或 KK(z,t)- 辛 映射 . KK(z,)- 辛 映射 也 称 为 Birkhoff 辛 映 
射 . 

以 上 关于 Birkhoff 辛 映射 的 定义 应 用 起 来 不 够 直观 , 为 了 后 面 能 
更 简洁 地 讨论 数值 离散 格式 的 辛 映射 性 质 , 我 们 给 出 另外 一 个 Birkhoff 
辛 映射 的 等 价 定义 . 


z- g(z, t, to), (to) =2Єє к") . (5.2.6) 
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定义 5.2.3 ig: z £= g(z,t,to) 是 一 个 带 参数 的 可 微 映射 
当 它 满足 а 
(32) K(g(s, tt), 090 = K(z,to) (5.2.7) 
时 , 称 该 映射 是 Birkhoff 辛 映 射 或 K(z,t)-3ERRÉj. 
假设 Birkhof 系统 (5.1.1) 的 相 流 为 # = g'(z, to), 则 由 上 一 节 的 
定理 (5.1.2) 知道 g' 保持 K (z, t)-ES808, 即 


se, K (g'(2t0) 999 6:49 _ K(zt). — (528) 


所 以 由 定义 5.2.3 得 到 如 下 结论 : 
推论 5.2.1 Birkhoff 系统 (5.1.1) 的 相 流 是 Birkhoff FRA. 
Birkhof 系统 (5.1.1) 相 流 的 图 可 以 简单 表示 为 


g'(z,to) = g(z, t, to), 


所 以 它 的 相 流 组 成 一 个 K(2, z,t, to)-Lagrange 子 流 形 . 而 标准 Hamil- 
ton 系统 的 相 流 构成 一 个 Jas-Lagrange 子 流 形 . 
假定 方程 组 (5.1.18) 的 一 种 离散 形式 可 以 记 为 


K(z*, t,)okz* = (VzS(z*, tk))k + (OF (z*,th))e, (5.2.9) 


其 中 zk = z(tk), tk = to + kr. 这 里 决定 离散 的 关键 就 是 oF, 它 表 示 
д, 在 第 the 点 的 离散 . 假设 此 离散 形式 决定 一 个 离散 的 相 流 


+1 = O(z*, tk), 


那么 有 如 下 定义 : 

定义 5.2.4 离散 形式 (5.2.9) 称 为 方程 组 (5.1.18) 49 — 4- Birkhoff 
辛 格式 或 K (z, 0) 36, 如 果 它 决定 的 格式 zk+1 = (zt, th) RB 
散 的 K(z,t)-F 25%, BP 


0947 09 
(35) K(z tey) Bk = K(z*, tx). (5.2.10) 
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5.2.2 Birkhoff 辛 映 射 和 生成 函数 的 关系 
假设 在 R^" 上 存在 到 它 自身 的 可 着 映射 , 这 个 映射 带 有 参数 二 和 


to, 比如 
E Ра Ф@\ [ox(£ztto) 
ato: (2) ba Pasai? (5.2.11) 
村 [9 zx Z) _ Í a'(G,w,t, to) 
eu: (2) (2) = (229299). gain 
映射 a 和 a-! 的 Jacobi 矩阵 分 别 记 为 


(ике ЛА, 
Cs. "D. 


(5.2.13) 
a a 
a, ! (&, w,t,to) = fe x J: 


C^ ре 


假设 a 是 一 个 R^" BEA SHA, 那么 映射 a 将 一 个 K- 
Lagrange 子 流 形 映 到 一 个 J4n-Lagrange 子 流 形 , 当 且 仅 当 


o1 Jano. = K, (5.2.14) 
即 
А. Ba Я Jo, 0 Aa Ba) [(K(Z£t) 0 
Єз Da @ SE OS DS) N 10 cy 
(5.2.15) 


БЖ, а 将 一 个 Jas-Lagrange 子 流 形 映 到 一 个 K-Lagrange 子 流 
形 . 

命题 5.2.1 ik M 是 一 个 包含 于 空间 ROn 的 微分 流 形 , 映射 
e 如 上 定义 , 则 可 定义 一 个 分 数 形式 的 变换 


са: M — М, (5.2.16) 
M = N —^c«(M) = (A. M + Ba)(CaM + Do) !. 
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假设 有 截面 条 件 
CaM + Dal#0 (5.2.17) 


成 立 , 则 下 面 四 个 条 件 互 相等 价 : 


CaM +Da| #0, 
MC? – A?| Z 0, 

(5.2.18) 
C*N + D^| £0, 


МС, — Aal #0. 


这 个 命题 的 证 明 很 简单 , 这 里 略 去 . 有 了 上 面 的 结果 , 我 们 进一步 
得 出 下 面 的 定理 . 

定理 5.2.1 设 映射 a 如 上 定义 . 假定 zm Z= g(z,t to) 是 定义 
在 RP 上 的 某 一 区 域 R 上 的 一 个 K(z,t)-3- BA, 它 的 Jacobi 4E 
gz(z,t,to) 记 为 M(z,t,to). 如 果 Jacobi HM M(z,t,to) JEUX, R Ł 
满足 截面 条 件 


|\Ca(g(z,t, to), z, t, to) M (z,t, to) + Da(g(z, t, to), z, t, to)| # 0, 
(5.2.19) 
QA RIRR 上 存在 唯一 的 梯度 映射 w @ = f(w,t, to), 以 及 存在 标 
SBA ( 即 生成 函数 ) (wo, t, to), 使 得 


f(w,t, to) = dw(w,t, to), (5.2.20) 
on (9(z, t, to), z, t, to) = f(a2(g(z,t, to), z, t, to), t, to) 
= bw(2(9(z,t, to), 2, t, to), t, to), (5.2.21) 


其 中 al 关于 变量 z 和 上 唯一 确定 ， 并且 f(w,t,to) 的 Jacobi HH 
N(w,t,to) = fw(w,t,to) 满足 


N = (A& M + Ba)(CaM + Da), (5.2.22) 
M =(A°N + B%)(C2N + D°). (5.2.23) 
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证 明 映射 g 的 图 Te 通过 变换 o 映 到 下 面 的 集合 : 


araf (2) к= 


根据 截面 条 件 (5.2.19), 得 到 


дш до ƏZ дог 
рар а = С.М + D, 7 0, (5.2.25) 


所 以 函数 w = ao(g(z,t,to),z,t, to) J&nT3X 9, "ga ROO z = 
2(w,t,to). > 


db = on (9(z,t, to), 2, t, to), 


w= ote t) te) (5.2.24) 


@ = f(w,t,to) = on (9(z,t, to), 2,4 to) ао (5.2.26) 
那么 
EC Sm дол og Ба дг 
~ Ow \ 92 Oz ðw 
= (А.М + о Des (5.2.27) 


即 (5.2.22) 式 成 立 , 从 而 (5.2.23) 式 也 成 立 . 注意 到 a(Te) 在 点 z 处 
的 切 空 间 是 


дф 
T«(o(Tg)) = [5 | - eee Y ed : (5.2.28) 
Oz 


AA z 2 Æ K(z, t)-SEBUR, 所 以 
0 — (MT, DK үз} 
1 


м 
= (МТ, Dol Jina. ( 5 ) 


= ((AaM + Ba)”, (CaM + Da)*) Jan б is | 


CaM + Da 
> Tz(a(L'g))? Ja T; (o (Tg), (5.2.29) 
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所 以 allg) 是 一 个 Jan-Lagrange 子 流 形 . 而 且 , 由 上 面 的 运算 知 


(Aa M + Ba)” (CaM + Da) — (CaM + Da) (AaM + Ba) = 0, 
(5.2.30) 
Вр Jacobi 矩阵 N = (AM + Ba)(Ca.M + Da)! 是 对 称 的 . 这 意味 
着 映射 @ = f(w,t, to) 是 一 个 梯度 映射 根据 著名 的 Poincaré 引 理 ， 
存在 一 个 标量 函数 p(w, t, to), 使 得 


f(w,t, to) = dw(w,t, to). (5.2.31) 


X z(w, t, to)oae(g(z,t, to), zt, to.) =z, Жш = a2(g9(z,t, to), z,t, to) К 
ATE (5.2.26) 和 (5.2.31), 通过 简单 的 计算 就 可 以 得 到 方程 (5.2.21). 
D 
推论 5.2.2 如 果 f(w,t,to) 是 定理 52.1 中 得 到 的 函数 , 那么 它 

也 是 下 面 的 方程 的 解 : 


od (f(w,t, to), w,t, to) = g(a? (f (w, t, to), ш, t, to), t,to). (5.2.32) 
推论 的 证 明 很 直接 , 略 去 . 
定理 5.2.2 Жа 是 命题 5.2.1 中 定义 的 映射 , ХЖ w o @ = 
f(w,t,to) 是 定义 在 空间 R” HE-BIRR 上 的 梯度 映射 , CA Ja- 
cobi Ж f, (w, t, to) = N(w,t, to). 如 果 在 区 域 R E, N 满足 截面 条 
件 
IC? (f (w, t, to), w, t, to) (ш, t, to) + D*(f(w, ё, to), w, t, to)| Z 0, 
(5.2.33) 
那么 在 区 域 R 上 存在 唯一 的 K(z,t)-F RRA z Z = g(z,t,to), CA 
Jacobi Ж g,(z,t,to) = M(z,t, to), 使 得 


al (f(w,t, to), w,t, to) = g(a? (f (w.t,to), w, t, to), t, to), 
M = (A*N + B%)(C2N + D?)*!, (5.2.34) 
N = (A.M + Ba)(CaM + Da), 

ЖН g(z,t to) 是 隐 式 方程 


Qi(g(z,t,to),z,t,to) = f(œ2(g(z,t, to), z,t,to),2,t,to) (5.2.35) 
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的 解 . 
这 个 定理 的 证 明和 定理 5.2.1 的 证 明 类 似 , 略 去 . 
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在 前 两 节 中 , 我 们 就 Birkhoff 系统 特有 的 K(z,t)- 辛 结构 , 讨论 
了 它 的 相 流 所 表现 出 的 保 结构 特性 以 及 它 的 相 流 和 生成 函数 之 间 的 关 
Ж. 在 这 一 节 中 , 我 们 将 通过 台 近 生成 函数 给 出 具体 的 构造 Birkhoff 辛 
差分 格式 的 步 又 . 


5.3.1 Birkhoff 系统 的 相 流 的 生成 函数 


我 们 用 g'(z, to) 记 Birkhoff 系统 的 相 流 , 后 面 的 讨论 都 是 在 局 部 
空间 ((z,t)) 上 进行 的 , 所 以 相 流 gt(z,to) 是 K(z,t)- 辛 映射 的 一 个 单 
参数 群 , 即 

9° = id, git? = g^ 9°, (5.3.1) 


这 里 认为 z Æ # Ht = to 时 的 初 值 , 而 2(z,t,to) = gt(z,to) 全 
g(t; z,to) Æ Birkhoff 系统 (5.1.1) 在 这 个 初始 条 件 下 的 解 . 以 下 定理 
就 给 出 了 Birkhoff 相 流 的 生成 函数 . 

定理 5.3.1 设 映射 a 如 命题 5.2.1 所 定义 ,映射 z+ Z=g(t; z, to) 
X Birkhoff 系统 (5.1.1) 的 相 流 , M(t; z, to) = gz(t; z, to) 是 它 的 Jacobi 
SEM. oR AAA t = 19,2 — z 处 ,有 


|Ca(z, z, to, to) + Dalz, z, to, to)| # 0, (5.3.2) 


MAY |t 一 to| 足够 小 时 ,存在 初 值 z 的 邻 域 及 , 在 这 个 领域 内 , 存 
在 梯度 映射 wo = f(w,t,to), EM Jacobi Ж fw(w,t,to) = 
N(w,t,to) 是 对 称 的 , 还 存在 一 个 标量 函数 , Pp AR BH p(w, t, to), 使 
得 


F(w,t, to) = ow(w,t, to), (5.3.3) 
фае в) = Або), dw (tto) tto), (5.3.4) 
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_ 06 A S 86 
A (aw I аав) = A (868... 2(@, wt to), Sto) 


(5.3.5) 
m дф Й dad ,. 
A (® 2, aw?” DE = gÊ zt to) _ De a Y2 tto) 
= (А. = 2с.) K-!D(,) 
до ð дог 
UA bee (5.3.6) 
ai (g(t; z, to), z,t, to) = f(as(g(t z, to), z, t, to); t, to) 
= bw(a2(g(t; z, to), z, t, to), t, to), (5.3.7) 
a, 关于 (z,to) 唯一 确定 , 且 
=. -i 
N = ca (M) = (А.М + Ba)(CaM + Da) (5.3.8) 


M = øx- (N) = (A°N + В°)(С°м + De)-1， 


WEBB 假设 M(t; z, to) 关于 z 和 + 可 微 . 由 条 件 (5.3.2) 知道 , 对 
于 足够 小 的 |t — tol, 在 初 值 z e R?” 的 某 个 邻 域 , 有 


|Ca(Z, z, t, to) M (t; z, to) + D. (Z, z,t, to)| # 0. (5.3.9) 
另外 , 由 于 Birkhof 系统 相 流 是 一 个 辛 映射 , 因此 由 定理 5.2.1 ЭП, 存在 
一 个 含有 t+ 参数 的 梯度 映射 G = f (ао, t, to) 和 一 个 标量 函数 olw, t, to), 
使 得 

f(w,t, to.) = bw (as, t,to), (5.3.10) 
deus tto) - dróu (t, to). (5.3.11) 

注意 到 Z = g(t; z, to) 是 初 值 问题 
| 9 = K-1(2,t) (ve^ A) Et), 


£l == 


(5.3.12) 


的 解 , 因此 从 等 式 


@ = о\(@,ж,1,%ю), w= a2(Z,z,t, to) (5.3.13) 
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可 以 得 到 
dw Owdz Ə ,. 
Ga Rea 
= OF дол 
= 1 — — 
= AK (ve T ) MET ee (5.3.14) 
dw _ -1 OF даз 
u = СК (va) 页. 
所 以 有 


дф dô dw 


Qt d ðw dt 


Е дф t OF\ Oa 06005 
= (Aa Ca) K (va 2) + 8E OE” 


(5.3.15) 
又 因为 9® уо, 所 以 w = ш) 是 存在 且 可 解 的 , 但 需要 注意 的 是 
它 并 不 能 直接 由 变换 a 和 о! 解 出 . 4 
A Є аа) = 20, (5.3.16) 
id 
A С 59, t to) =A (sto. w, t, to), (40, w,t, to), Fatty d 
(5.3.17) 
那么 从 方程 (5.3.11) 可 以 得 到 


olw bto) = Albu; w, desto) (5318) 


以 上 定理 和 讨论 都 是 针对 非 自治 的 Birkhof 系统 给 出 的 , 对 于 自 
治 和 半 自 治 的 Birkhof 系统 也 有 基本 相同 的 结论 ， 所 以 以 上 结论 也 
可 以 包括 自治 和 半 自 治 的 情形 ， 我们 前 面 已 经 说 明了 自治 和 半 自 治 
的 Birkhoff 系统 就 是 通常 所 说 一 般 辛 结构 下 的 Hamilton 系统 . 因此 
Birkhof 系统 也 是 Hamilton 系统 的 一 种 推广 . 但 是 需要 说 明 的 是 , dE 
自治 Birkhoff 系统 除了 辛 结构 显 含 时 间 变 量 t 之 外 , 它 还 有 本 质 上 区 
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别 于 Hamilton 系统 的 一 点 , 即 有 外 力 项 . 自治 和 半 自 治 的 Birkhoff 系 
Ж ( 即 一 般 辛 结构 下 的 Hamilton 系统 ) 因为 没有 外 力 项 , 所 以 其 生成 
函数 方法 比较 简明 . 冯 康 和 汪 道 柳 在 文献 [Wan91] 中 详细 地 讨论 了 一 
般 辛 结构 和 Poisson 结构 下 Hamilton 系统 的 生成 函数 方法 . 在 这 里 ， 
简单 说 明 一 下 自治 和 半 自 治 的 Birkhof 系统 的 生成 函数 方法 与 非 自治 
的 Birkhof 系统 的 生成 函数 方法 的 不 同 之 处 : 前 者 因为 辛 结构 显 含 时 
间 变 量 t, 所 以 映射 a 不 含 参数 t, 因此 有 
ð dw dwdw Ow 
Ot & Ow dt ( “ ðw 


oT ow 2 ат 
一 一 | В + Du А VzB 


Ca) K-'VB 


= -В„(2(@,ш)) (或 = 一 Bw(2(W,2w),t)),， (5.3.19 
进而 得 到 自治 情形 下 的 Hamilton-Jacobi 方程 
en, t) = -B(2(ġw, w)), (5.3.20 
或 者 是 半 自 治 情形 的 Hamilton-Jacobi 方程 
ыы = —B(2(tw,w), t). (5.3.21 


所 以 , 我 们 在 给 出 非 自治 的 Birkhof 系统 的 生成 函数 方法 时 , 因为 外 力 
项 而 无 法 直接 得 到 关于 生成 函数 O(w, ё, to) 的 Hamilton-Jacobi 方程 ， 
但 是 我 们 得 到 了 关于 dus (w, t, to) 的 Hamilton-Jacobi 方程 (5.3.18). 而 
构造 Birkhoff 系统 的 辛 格式 恰好 只 需要 ó, (ao, t, to) 的 各 阶 关 于 上 的 
偏 导数 , 不 需要 (wo, t, to), 可 以 说 在 我 们 的 理论 中 是 以 Фф (w, t, to) Е 
为 生成 函数 的 . 


5.3.2 构造 Birkhoff 辛 差 分 格式 


下 面 首先 给 出 定理 5.3.1 中 出 现 的 函数 Abw, w, фано, Ё, to) 关于 
时 间 + 的 全 导数 . 在 具体 的 算 例 中 , 我 们 总 会 求 出 函数 A, 要 求 出 它 的 
全 导数 就 很 容易 , 所 以 为 了 后 面 定理 的 证 明 , 这 里 给 出 的 只 是 一 个 比较 
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抽象 的 记号 , 很 容易 看 懂 , 也 不 影响 结论 的 正确 性 : 


DEA = дА (5е-ь yate) + ObuwA (È А me?) 
i=0 i=0 


+0:04,,A (Se _ mse) 
i=0 
+0106 A E Е ыр) 


k к-т k—m-n 
+o "> 22 405 
m=0 n=1 AM `+hn+ji 
+л=к-т 
д" А ( Pt- togt, ‚ө — tojor *9, 
i=0 i=0 


5 t= 6489... ‚у E- «ys. (5.3.22) 
i=0 


i=0 
在 初始 点 t= to 处 , 函数 A 的 全 导数 就 是 


DE AO), w Go), to, to) 
= a Ad + д „-Аф„ + д,0), АФК? + д,9), АФЕТ) 


k к-т k—m-n 
+P Olm У, у; аа, 
т=0 n=1 


hit +hn+ji 


+е=+и=к-т 
OP AD , w, фу, to, to) (OGY, --- db, dG), --- , GBR). 


(5.3.23) 


定理 5.3.2 假设 A 和 a 是 解析 的 , 那么 当 |t 一 to| 足够 小 时 , Ж 
成 函数 p(w,t,t0) 可 以 展 成 级 数 : 


w(w, t,to) = ) (t — to)" oY (ш, to), (5.3.24) 
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жах. 对 于 任意 的 大 > 0, 000 可 以 由 下 面 的 式 子 递 推 决定 : 


oD (ш, to) = F(w, to; to), (5.3.25) 
ФО) (w, to) = Аш, w, $9), to; to), (5.3.26) 


Of) (ш, to) = —— DEAD, w, $0,, to, о). (5.3.27) 


(k+ -m 


证 明 对 (5.3.24) 式 关 于 w 和 上 + 作 微 分 , 得 到 


Фиш, to) = Le-w Фі) (w, to) (5.3.28) 
бш, t,to) = Vett- to) e? (w, to). (5.3.29) 
k=0 
H (5.3.3) 式 知 道 
PD) (ш, to) = du (w, to, to) = f (w, to, to). (5.3.30) 


将 (5.3.28) 式 代入 A (aw, 22 tto), 并 目 将 函数 A fE t — to 处 展 
开 , 可 以 得 到 


Alw, W, фаш, ёо) = Aii to, to), w, fw(w, to, to), to, to) 
3x34 att — to) DEAD , w, d o), to, to). 
(5.3.31) 


比较 (5.3.31) 式 和 (5.3.29) 式 , 再 利用 (5.3.4) X, 就 可 以 得 到 (5.3.26) 
式 和 (5.3.27) 式 . 

上 面 依然 是 针对 非 自治 情形 的 讨论 , 自治 和 半 自 治 情形 的 不 同 之 
处 就 是 此 处 的 函数 A 将 被 Birkhoff 函数 B(z, t) 代替 , 这 使 得 生成 函 
数 o 的 展开 更 容易 . 定理 5.3.1 和 定理 5.3.2 建立 了 Birkhoff 系统 相 流 
和 生成 函数 之 间 的 明确 关系 . 基于 这 个 结果 , 理论 上 我 们 就 可 以 构 
造 任意 阶 的 Birkhoff 辛 格式 了 . 
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定理 5.3.3 假设 映射 a 同 命题 5.2.1 所 定义 , 函数 A 解析 . 3 3 
长 +>0 足 够 小 时 , 取 


m 
VD) (w, to +7, to) = 3 ré (w,to), m-12,-, (5.3.32) 
i=0 


这 里 д0) 由 方程 (5.3.25) 一 (5.3.27) ЖЖ, BA WO (w, to +7, to) RR 
义 了 一 个 m 阶 精度 的 K(z, t) FAX, 使 得 z = zk — zk+1 — g, E. 


oa (201, 2, thar, tk) = YO (aa(2**?, ză, thsi, te), te+1, te). (5.3.33) 
证 明 由 于 
|Ca(z, z, to, to) + Dalz, z, to, to)| #0, (5.3.34) 


因此 由 定理 5.2.2 知道 ICeN + D^| Z 0, 其 中 N 是 dy AY Jacobi Ж 
ME: N = dww(wo, to, to) = Viro (wo, to, to), шо = co(z, z, to, to). 所 以 ， 
当 步 长 т 足够 小 时 , 存在 点 wo 的 某 个 邻 域 , 在 该 邻 域内 有 


[Се IN 9? (а, to + т, to) + D?| Z 0, (5.3.35) 
这 里 的 N(m) 是 指 
NO) (so, to +7, to) = VT (w, to + т, to). (5.3.36) 


由 定理 5.2.2 知道 , LS”) (w, to +7, to) 定义 了 一 个 K (z, t) EBM, 
如 方程 (5.2.35) MÆR, 所 以 说 (5.3.33) 式 确定 了 一 个 m 阶 精度 的 
K(z,t)- 六 格式. D 
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在 这 一 节 中 , 我 们 就 一 个 具体 的 例子 来 说 明 如 何 应 用 上 一 节 的 理 

论 来 构造 一 个 带 有 耗 散 项 的 非 守恒 系统 的 Birkhoff 2015904. 考虑 
带 阻 尼 的 振动 方程 

g+vq+q=0. (5.4.1) 
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在 这 个 方程 中 , 有 耗 散 项 vå, 它 的 总 能 量 H = 2 Geo?) — v 显然 不 


守恒 . 这 是 一 个 简单 的 Newton 方程 , 它 不 满足 对 称 条 件 , 所 以 要 考虑 
引进 新 变量 . 5 p = q, 那么 系统 (5.4.1) 就 可 以 写成 如 下 形式 : 


p—-vp-q, =P, (5.4.2) 


进而 写成 Birkhoff 形式 


0 -et q ve”tp + e"!q 
(i-em) wun 
e 0 р ер 
K= 0 —evt к = 0 evt 
et 0 J' uou ig 


loqp 1 
F=| 2, ， B-ge"(d + vqp + p). 


5.4.1 Birkhoff 辛 格式 


(5.4.4) 


令 (2,2) = @Ё,а,р), (©, w) = (Q, P,Q, P). 取 一 个 简单 的 а ЛЕ 
换 : 


vte 


Q-e"g-ep P =%-q, 


oe ИЯ (5.4.5) 
9=50@+9, Р= – (6+ ер), 
它 的 Jacobi 矩阵 是 
Q. "f 0  —e"to 
£ 0 —1 0 
e= |i 0 1 0 (5.4.6) 
2 2 
0 -let 0 -let 
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a 的 逆 变 换 是 


la 1 全 
f= sP +Q, p= 5° "Q =e up 


q pou dus (5.4.7) 
q——4P*Q, n= ^ Q-e "*P, 
它 的 Jacobi 矩阵 是 
0 1 0 
1 2 
=e ut 0 0 -et 
azl=| 2 1 е (5.4.8) 
0 — 1 0 
-je 0 0 -ee 
由 变换 a 和 它 的 逆 变 换 得 到 
1 As 
dé _ poros y ey AM Кк олж, 
dt q p "à — evt p 
(5.4.9) 
11g E 1e-vP 
dw _| 4 2 
dt l usq b vs 
1° Р+ 2° Q 
经 过 很 简单 的 计算 , 就 可 以 得 到 
o-(9 PP a 
is (2) t=t (a) à 
9 (5.4.10) 
80 = dw p) E [| se | 
= dt ео — ^" dt le=to —e-vtop 
令 
@ = 6) + or, (5.4.11) 
这 样 就 得 到 一 个 1 阶 精 度 的 Birkhoff 辛 格式 : 
Фын — 96 _ о-и e" ten p, +e’ p 
x A 3 (5.4.12) 
e кыркы — © “Pk ertr ЧЕ+1 + qk 


T 
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格式 (5.4.12) 可 整理 成 如 下 紧凑 形式 : 


4 一 T2 4T 
Чк+1 2 2 qk 
TU xe Mey . — (6413) 
Pk+1 Ea) “ТТ ver Pk 
4 十 T2 4 十 T2 
令 
4 一 T2 47 
2 2 
AS 4 十 T 4 т : 
AT eur 4T 一 vT 
4-7? 4-72 


aVtk+1 lt 
Ser cc dai s TTA (5.4.14) 
evtk+1 0 etk 0 


所 以 格式 (5.4.12) 即 格式 (5.4.13) 是 Birkhoff 辛 格式 . 
另外 , 对 格式 (5.4.12) 做 修正 , 可 得 到 一 个 2 阶 精度 的 Birkhoff 3 
格式 : 


Як — dk _ vty er 2 ett рь + e”tkpk 
2 2 (5.4.15) 
evtk+i pgs, — e" py, = —e”tk+r/29k+1 + dk 
T 2 ы 
继续 利用 迭代 公式 (5.3.27) 可 求 得 
zs vto 
(2) = E 9 
bw = | : (5.4.16) 
Ber P 


4 @ = dD + 607+ 0072, 得 到 系统 (5.4.3) 的 又 一 个 2 阶 精度 的 
Birkhoff 辛 格式 : 


6+ ab° 16 + ab^ 
其 中 


a=2r—vr?, Ь=2т+ит?. (5.4.18) 
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格式 (5.4.17) th Birkhoff 辛 格式 . 
再 利用 Euler 中 点 格式 直接 离散 系统 (5.4.3), 得 到 下 面 的 格式 : 


=т? + 2vr + 4 4r 
Ф | | T+2v7+4 72427 +4 qk (5.4.19) 
Pki 一 47 一 T2 —Qr+4 p.) i 

T? + ит + 4 T? + 20т + 4 


可 以 证 明 这 不 是 一 个 Birkhoff 辛 格式 . 
若 令 (5.2.11) 式 中 的 变换 a US 


Q= et/2g _ e"to/25. P = —e"t/28 + erto/2g, 


PR 1, уа. io/ (5:420) 
网 二 二 人 的 
则 a 的 Jacobi 矩阵 为 
0 evt/2 0 _evto/2 
一 evt/2 0 evto/2 0 
tors Кыш у Ten т | (5.4.21) 
0 set 0 evto/2 
其 逆 和 矩阵 为 
0 20" eva 0 
Т уе 0 0 @—vt/2 
x eg l -vto/2 о/а pan 
0 2° о; e to, 0 
enr 0 0 eto /2 


取 m = 1 次 截断 , 得 到 2 阶 精度 的 对 称 格式 


B=) +r, 


其 中 


| p 
ias Ug re dt Ow dt J lt=to v 
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由 此 可 得 到 2 阶 精度 的 对 称 辛 格式 


e"tena/289, үү T ertr/ 2q evte+1/2p, ii + е'®/?р„ 


+ 2 
py Pg + e*l g 
4 А 
(5.4.23) 
extk+i/2pk+1 —е'%/?р„ ейн? + еи /2qk 
Т 2 
Ve pea + еу 2p 
4 А 


其 紧凑 形式 为 


-vr/2 | шу —16т 
Чк+1 _ 3 1 qk (5.4.24) 
Pk+1 lór wz Pk 


其 中 
4=zv27r2 一 472 — 16, 
шу = —16 — 8ит — и2т? + 4т?, 
шә = —16 + 8vr — u2+2 + 472. 
详细 推导 可 参见 本 章 附录 . 
我 们 把 格式 (5.4.24) 中 的 矩阵 E fe і 记 为 M(x), 
16т wz 
JUR FH ZELUS Ses 090.0292) nT 48.58] — 428 CHER 
98) = М(сіт) М (езт) M (7) ja А (5.4.25) 
Dk+1 Dk 
其 中 
1 一 21/3 
а= 3a = a 


这 个 格式 也 是 Birkhoff 辛 格式 . 
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若 变 换 (5.4.20) 取 m = 2 阶 截 断 , 可 计算 出 
Ф2 =0. 


这 也 说 明了 1 阶 截 断 的 格式 (5.4.23) 为 何 具有 2 阶 精度 . SIR m = 3, 
则 


La: (Se) + am (Se) е – воле (г) ә 
Be (ar) ~ (ou) a 
MPH G+ vq + q = 0, 3 阶 导数 dD fE t = to 取 值 时 , 上 式 仅 剩 下 


一 项 , 即 
д (d д /dw\ 06 
ôt \Ow/ ð \ dt J Ot’ 


故 
ae MEMES 
uU GIU i en 
aftara) (0+) 
Nek) Ge 
NX 
us (z 2) P+ (5 2) 50 
由 此 可 得 4 阶 精 度 的 对 称 格式 


@ = Dro er, 
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即 


gutes /2 vt? qk 


Qk+1 —€ 
T : 
е/к+1/2 p. i1 + e”tk/2pk E eet ш — erti/2g, 


2 4 


1 и? 
Wd | (= = 2) (ertx+1/2pk+1 + ertk/2 р) 


2 
я (= = 2) аЬ акъл + ern? oj ， 


е/к+1/2р у 一 ertk/2 Dk 
ы (5.4.26) 
еы Pans perta, «Мир, +е//2р, 


2 4 


1 и? 
т | (5 2) (aes tea 


+ e - 2) 5 (ett? рыц + ey К 
Ж 5.4.1 格式 (5.4.12), (5.4.15), (5.4.17), (5.4.23), (5.4.25) 和 
(5.4.26) 对 任何 7 > 0 ЖЖ K(z,t)-3-89, FPE k > 0 满足 
e" dg, Л dpk+1 = едь Л dpe. (5.4.27) 
上 面 的 生成 函数 方法 可 以 推广 到 如 下 一 般 常 微分 方程 系统 : 


p+ B'(t)p *- V(g.t) = 0, 
å- G(p,t) = 0, 


其 中 (t), V(q, t) 和 G(p,t) 都 是 光滑 函数 . 显然 , 当 8'(t) = v, V (q, t) = 
q, G(p,t) =p 时 , 系统 (5.4.28) 就 是 系统 (5.4.2). 
5.4.2 数值 实验 


本 节 将 给 出 线性 耗 散 系统 (5.4.1) 基于 Birkhoff 形式 (5.4.3) 的 
数值 模拟 结果 . 对 K (zt) (5.4.12), (5.4.23), (5.4.25) 和 非 辛 


(5.4.28) 
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Euler 中 点 格式 (5.4.19) (此 格式 与 Marsden 等 人 MWwol 利用 Lagrange- 
d'Alembert 变 分 原理 对 受 外 力作 用 系统 作 离散 得 到 的 格式 是 一 致 的 ) 
进行 数值 比较 , 同时 作 比较 的 还 有 显 式 Euler 格式 . 结果 表明 , Birkhoff 
辛 格式 都 能 较 好 地 模拟 原 系统 , 上 且 能 更 好 地 反映 系统 能 量 的 耗 散 过 程 . 

数值 实验 初 值 选择 为 q(0)— 1, p(0)— q(0) = —1, 时 间 从 0 计算 到 25. 
数值 实验 表明 , 不 同 初 值 的 选取 对 于 不 同 格式 性 态 差别 影响 很 小 . Ж 
散 因子 v 分 别 取 为 0.6, 1.3, 1.9, 2.8, 实际 误差 err = | 近似 解 — 精确 解 |， 
利用 不 同步 长 7 计算 最 大 误差 errmax. 图 形 采用 对 数 尺度 , 利用 不 同 
时 间 步 长 + = 0.01, 0.02, 0.05,0.1,0.2,0.5 来 表现 各 个 格式 的 性 态 . 

首先 对 KK(z,t)- 辛 格式 (5.4.12) 与 1 阶 精度 的 显 式 Euler 格式 作 
比较 : 对 于 较 小 的 v, 比如 0 < v < 13, 格式 (5.4.12) 比 显 式 Euler 
格式 好 ; 当 v > 1.3 Bf, ER Euler 格式 优 于 格式 (5.4.12)， 再 将 2 
阶 精度 的 Birkhoff 辛 格式 (5.4.23) 和 Euler 中 点 格式 (5.4.19) 比较 : 
当 0 < v < 1.3 时 , 两 格式 性 态 差不多 , 格式 (5.4.23) 略微 优 于 格式 
(5.4.19); 当 1.3 < v < 2.5 时 , 格式 (5.4.23) 明显 优 于 格式 (5.4.19). 
组 合格 式 (5.4.25) 则 始终 大 大 优 于 其 他 格式 . 这 些 格式 的 比较 参见 图 
5.4.1—5.4.4. 


ae 显 式 Euler 格 式 


100r 


— 
wer 
— 


aa " " " a — | 
10? 10! 10° 


图 5.4.1 v=0.6 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 
同时 利用 以 上 几 个 格式 计算 能 量 函数 Н = 10 + 2) — vp, 对 比 
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各 个 格式 计算 的 能 量 最 大 误差 errmax 结果 见 图 5.4.5 一 5.4.8. 


一 一 显 式 Euler 格 式 


10? 107 100 
т 


图 5.4.2 “= 1.3 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 


—c— 显 式 Euler 格 式 
.… 格式 (5.4.19) 
一 -一 格式 (5.4.12) 
——. 格式 (5.4.23) 


10? 10! 10? 
T 


543 v = 1.9 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 
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100r >e 显 式 Euler 格 式 


一直 -= 格式 (54.29) 
格式 (5.4.25 


з ———— ——. n ааа 


1 
10? 107 10° 
X" 


图 5.44 и = 2.8 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 


—— 显 式 Euler 格 式 


10-12 i El p x ee — EMITIR, 
10? 107 10° 
т 


图 5.4.5 v = 0.6 时 不 同 差分 格式 的 能 量 误差 比较 
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10?r 一 一 显 式 Euler 格 式 
-格式 (5.4.19) 
*| —.— 格式 (5.4.12) 
——. #(5423) 
10° 一 一 格式 (5.4.25 


AE 107! 10° 


图 547 у= 1.9 时 不 同 差分 格式 的 能 量 误差 比较 


一 一 显 式 Euler 格 式 
格式 (5.4.19) 
格式 (5.4.12) 
- 格式 (5.4.23) 
式 (5.4.25 


104 pe 
bark eet 
105 
10710 
10712 А 2. 2. ¿a " " " —— ЭРЭ | 
10? 101 10? 


图 548 v = 2.8 时 不 同 差分 格式 的 能 量 误差 比较 


附录 格式 推导 


考虑 下 面 的 方程 : 


G+0'04+V(a,t)=0, B ү Ree ee 
q—p=0, 
或 者 更 一 般 的 形式 


p+ B'(t)p * V(g.t) = 0, 
4 — G(p.t) = 0. 


Ж Birkhoff 形式 


о =PO (Gg) (PP е29у(а, 0} 
e 0 p —eP(0G(p, t) Mv 
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其 Birkhoff 函数 F Al B 分 别 是 


lo, о 7 
Е = 39 ye q] > 


1 
B= n [(q,p) - VB(Aq, Ар)]ал, 


B B'(t) 
peace p(t) A(t) 

E? oF 5 ыа: „ш. V(q,t) 
lead os. |> =a waqa ; 
== A(t) A(t) 

Әр 2*9 4 +e“) G(p, t) 
考虑 Darboux 变换 (Ш 型 ) 
0 e^? 0 её 
A Oi) е 
a= je 0 feti 0 2 (5.5.1) 
0 =e 0 l8 


得 到 
^ а. ва) 
О=е?р-е 2 р, 
P=- Pite a, 
Q= lo. lm 
2 2 
ре зера ре hy, 
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Fu J 
q-e FQ 1.789, 
pee PPS =e FPO, 
=е g lenp, 
p= p 1-96, 
该 变换 对 应 的 生成 函数 为 
dw = $Ü) + OO) @— to) + dO (t — to)? +.… = G, 
" дф do ôd 
o io idw  ,,- 
h dag tmm 
将 4 在 (G|, = w,t = to) 处 展开 , 首先 得 到 
E 0 
e = $9, P? (o) , 
进而 有 
a) foo 
дш 0 of 
dô 20, RECEN acr — e $-e VG 
dt F ú 
$ Hs 04 E eG- МӘ G(8, t) 
EN 20 29 pons "ag. le ы? 
20g Q+ тр. с (e= 2 Pp 6290,0) | 
B' (to) вош ү, (20 
ae, [| Po v (e Qa) 2 
alee ， (5.5.2) 


2 
t EIC 
ROM -ooe 人 es EC =” P to) 
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ВО) s. 1 во 
Aw [t reget 
d | pt 1 pws 
FO ee ps Sep 


Pus 25.4 1,89 (s 
e Qt 5e G(p,t) 
B) sn. 1 eb ys 
жас шый ds s VAG t) 

BO, BOs, 1 0 = =a) 
= Q rus P- ge cf Р+ = жа) 


B'(t) BOA 1 во ESTO! " ETO) E 
Qo a pa Sau.) P.t) 


B' (to) 1 воо) —В(о) 
4 Q+ ze * О (= P, to) 


dw 


w (5.5.3) 
dt |t=to -Ep L ev (,-^ Q, t) 
0 0 
0 [Se Onde | e at = 
(1 ЕТ Ow dt Ea dt lt=to 
= 方程 (5.5.2) 右 端 . 
因为 aw . [0.40 
ðw lt=to — 0 07’ 


所 以 


ә fon ae 
дї (52) Ж = $ 
БА (a Q,to) - £9 
й B' (to) Eu . (5.5.4) 
“Gp (8р) 
@ == 2 (52) + д = аф ð (Ið) dw 
i is dr) 08 yar? tou) a 


20 (2 (4н) 20 2 (шд) 


И (5.5.4) 式 代入 (5.5.5) 式 , 得 到 


ws 


t=to 
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dà) ә (d@) 0G ә (aw) dw 
dt) OG dt) д Ot (dw) а ||, 


д 
дї 
| B"(t) р "og FO Py (оо je =5® 5 D 


2 4 
Pg s В"(0 Б FO PG (P+ e -4 中方 д, ) 


4 

+20 (o -P)v (620-5622, t) 
„20 (r+: 1a) Gp (oP P+ 630.) 

60у; (o = Ри) 

-40G, (ori е=: Б, ) 


2 
-30n [e p+; 35 G.) 8» 


š 1 IO 1 -а(0 = 
20 ly (620-5) 


/ 

_ (to) p = е^ V баш) 
2 
/ 

Ebola e fig (et p, to) 


ES -Gp (e= Р; to) 


B' (to) 1 sco -6dto) 
a+ 59 G (e? P, to) 

B' (to) 1 воо) —B(tg) 
1 P 2° * V (e 2 Q,to) a 


整理 得 到 
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(2) _ THG e: 


V D p, B), ва у 200 oy, — i NEM шус 
Cog EO 


Pt po,, 45e Gy V 


IE: gy. Lemy, NES; MTS шү 


B'(to) p, + Je eva, (& A _ B'(to) вш) ç 
4 t=to 
显然 , 有 
Suse 
° 2 Le X dt |l... 
NEG EE 
2529 


+P 0v, (20,6) - e“ V, (e ^? Q,to) 


+ pe, (s= = !P.t) - eG, (е2 P, to) 


(5.5.6) 
4m=1 er х КА 1 , 阶 精 度 的 格式 
E 2 ES е2 р, 
= Фот pl Bk i) Bk) 
t 
-e n аны 十 e 2 qk 
(tk) Вк) (tk) (ty) 
_B ER _8 G) etd, 
z (tk) (tesa) (tk) ве 
aoe ERE £99 G) asa 
1 8041)-80) 1 
-ey (¥ + piste) 
. (5.5.7) 


1 ась) 80) 1 
-eG (5° К р + Pute) 
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当 m = 2 次 截断 时 , 有 2 阶 精度 的 格式 
@ = Dr + oz, 
即 在 方程 (5.5.7) 的 右边 加 上 272, 其 中 


P" (tk) sci) P" (tk) ва 
GU T apr E Y 
go?) = 


À) ea gy, Ute) agn, Ate) Mg 


PO Ay 


+ (Aber Daa + £t) ea p) Va zey, 


(tk) Pery) tk) ас Bag) 
* (Ae Ce) oth, + EN G, — e^? G, 


这 里 
1 б@ь+а)-б@) 5 
*к+1 the 
Vy = v (se + dei pate) Vy = 4 Va; 
V, 
1 &C4)-54) 1 ©; 
G, = Gy Саш Т + Puts) ‚ Gy=4 Gp, 
Gi. 
4 V(a,t) = q,G(p,t) = p Bf, V, = 1,V, =0,G, = 1,G, = 0, Wi 
B Plto)p_ Q 
@=| ， 
B bo _p 
_B" (to) p_ Pola Q+ 200 —B" (to) p 
@=| g zi NE- 
-tdg EN Pt), =f OI 
2 


这 和 直接 由 线性 方程 f+ 8(t)4+q = 0 出 发 得 到 的 6D, o 完全 一 致 . 
下 面 由 线性 方程 出 发 推导 格式 , 过 程 如 下 : 
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(1) 针对 方程 4+ B(t)d + q = 0 的 格式 推导 . 
该 线性 方程 等 价 于 
Haee =0, 
ġ-p=0. 
依然 考虑 Darboux 变换 (5.5.1). 显然 


MES (о) 


而 生成 函数 为 


bw = (D + (t — to) + e(t — to)? +- = do, 


所 以 


2% 0 
e = $)| = (°) , 


дд = 


— = 99) + 20D (t №) + 34) (t — to)? +. 


Әф. dô әда 
рө. ОАВ ОШО Ate 
Ot dt = Ow dt A m Ss 


Ug 


所 以 将 AG, w, 在 9, Alt = to 处 展开 , 与 2% 比较 , MR 


W Ət 
出 oO. 我 们 有 
_ aa 


(1) = 
bw = q 


[eM 
t=to Ow dt 


dw dd 
dt’ dt 


首先 由 变换 (5.5.1) 找到 


B'(t) a ~ 


dt B'(t) ag 2. B( = BO) sn. 。 
2 


EO vA -erg - 


Be) ~、 В) ae ~ 
e> p ek Bes 


(5.5.8) 
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E ) 
ám. | 9 
dt lt=to ET P 
80 -20р +1419 
NÉ. d ыу 
B'(t) 7) inde. 
Ca t vu WEIT 
B'(to) 1 
TN ae г 
dtl-t | В) 1,4] 
ear йа Сү, 
将 以 上 格式 代入 (5.5.8) 式 , 得 到 
~ Ets) p e 
„ы ы 
t=to 0 
E ni 
进而 有 
a = 9 (5 £ sear) 
200 (dt Ow dt |, 
1[8 (афу ә (d$ dB дф A (dw\ 8 
sl (Sr) xa (т) ôt 3225 (ar) дї 
00 Ә (dw д [I dw 
a eb |e 
因为 
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же] 74 - (4o): 
W lt=to 0 0 
t 
2 2) = ot oe 
Naoha | PUE) 5 |? 
2 
所 以 
#02 [ai (Ge) + эв (Ge) -a (oo) <| 
w=? at dt (dw = 


д 
дї 

ED aco Bt) 1 

g 4 2 

ra om P | 1 
E на, n | E = 
' = 2 

B' (to) —B' (to) 

HE Worm ls 

B'(to) = 1 

— deg 

aa p. 


lo 
59 
(8' Go" p + Etg _ B'(to) Q- 
е5 a Car 4 
2 | ot ag gm + B (to) p 
4 


Ur NS B'(to) o T. 
» 4 2 
du. ? Cop, E (to) p | 3 


4 


—f" (to) 
| ; | 
=% —B" (to) a |. 
=й 1 Q 


t=to 


p 


; 
*? 


2 
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—B'(to) —f" (to) 
2 р. — 
rom 2 Ф) = 4 
= —B' (to) Oates —B" (to) 
p ome is ET © 


(2) 对 称 格式 (5.4.23) 的 推导 . 


这 时 有 
0 е? 0 -e5 д Px 
a vy Q q 
—e2 0 ea 0 P f 
a= w 1 vt E EUN 
=e? 0 ze 0 Q q i 
0 =e 0 lo PF d 
2 
x H2 e log, l sa 
(9-C dp | (?)- 1 š 1 
P -e? G+ е4 Р lagi let p 
2 a 
1 =ut =vt 
0 一 re era: 0 
M lex 0 0 er 
а = 1 =vto ED j 
0 2857 e 0 
NX 0 0 ent 
2 
= l ius ию 
@=—ре 2 P +e 2 Q, 
Pe T = ы.) 
P= se 7Q+e 2 Р, 
1 vig 入 vt, 
q= y 7 P + FQ, 
1 vig ~ vt 
p=- ? Q +e P, 
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to у 
E: es papa p 0 
@ = = : 
pee (2) 
t=to 
V vt vtl V ub PPS Vt — 
dô FOTP p'en p 39? 8 - ve? p-e*q 
а [-—ze#q-e%4 set poete 
V a Ex va v 5 
: EY e i E p Q 
Иша ш Va ov la : 
—xe? G—e7p — p=. = = 
2 и 
f geil s> E 学 人 十 los 
ad [ut ere Тү 190+ ge p 
dt xir {ырыу és zc od ua 
ie p зер Деев 3e- se q 
D EZ d rz v= vV la 1 
(S qt 3e p n Ed 
FN a ed ar DR el Л] 
— etp- dz ERU EN - Wert = 
4 e gs Sn ta a 
(5.5.9) 
因为 
а ш 000 
Ow еы. ТУ 0 0)’ 
所 以 Š 
2 --Р- 0 
Ф = TS - » (5.5.10) 
t=to TAE 
2 
H @ = or 得 到 格式 (5.4.23). 
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SNE GD Birkhoff 系统 的 
多 辛 结构 及 多 辛 格 式 


在 第 五 章 中 , 我 们 讨论 了 有 限 维 Birkhoff 辛 结构 下 受 外 力作 用 的 
系统 的 几何 结构 和 生成 函数 构造 法 . 有限 维 Hamilton 系统 是 包含 在 
半 自 治 和 自治 的 Birkhof 系统 中 的 . 对 Hamilton 偏 微分 方程 的 多 辛 形 
式 的 描述 , 引出 了 对 保持 多 辛 守恒 律 的 几何 数值 方法 的 研究 (如 果 是 自 
治 的 Hamilton 系统 , 其 几何 数值 方法 的 研究 也 包括 如 何 保持 能 量 守恒 
律 ). 多 辛 Hamilton 形式 首先 是 由 Bridges 于 1997 年 提出 [Bri97a], 用 以 
研究 波动 方程 的 稳定 性 , 后 来 又 发 展 成 一 种 完整 的 研究 多 辛 算法 的 方 
ik. 简单 地 讲 , 多 辛 方法 就 是 给 出 一 个 系统 或 者 一 个 偏 微分 方程 组 , 首 
先 判 断 它 的 对 称 性 , 或 者 说 看 它 是 不 是 Euler-Lagrange 方程 , 假如 是 ， 
那么 利用 势 函 数 公式 求 出 它 的 Lagrange 函数 , 再 利用 共 恩 Legendre ЭЁ 
换 导 出 它 的 多 辛 Hamilton 形式 , 并 且 证 明 由 中 点 离散 多 辛 Hamilton 
形式 [BRO1,REi00] 可 以 得 到 多 辛 格式 . 另外 , Marsden 等 人 从 Lagrange 
泛 函 出 发 , 利用 变 分 求 不 动 点 , 从 通常 所 谓 的 边界 项 定义 出 一 个 多 辛 结 
构 , 并 证 明 变 分 问题 的 Lagrange 流 是 多 辛 守 恒 的 , 同时 在 离散 空间 上 
进行 了 以 上 讨论 , 从 而 给 出 了 多 辛 守 恒 的 变 分 积分 子 概念 IMPS98]. 无 论 
是 Marsden 还 是 Bridges, 他 们 都 是 从 二 阶 或 二 阶 以 上 通常 意义 的 对 
称 系统 即 Euler-Lagrange 方程 出 发 讨论 的 , 因为 对 于 单个 方程 , 如 果 最 
高 阶 导数 是 奇数 阶 的 , 那么 它们 必然 不 对 称 , 所 以 一 阶 方程 就 不 在 他 们 
的 讨论 范围 内 . 但 是 , 我 们 发 现 一 阶 方程 组 中 , 除了 多 辛 Hamilton 77 
程 之 外 , 还 有 一 类 带 有 耗 散 项 的 方程 组 也 是 对 称 的 . 此 类 系统 就 是 我 
们 在 本 章 将 要 学 习 的 多 辛 Birkhoff 系统 . 本 章 我 们 从 偏 微分 方程 出 发 ， 
通过 方程 的 对 称 性 讨论 其 几何 结构 , 进而 研究 其 保 结 构 算法 . 
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86.1 Z¥ Hamilton 方程 及 其 推广 


多 辛 Hamilton 形式 使 得 Hamilton 方程 在 每 个 自 变 量 方向 都 有 一 
个 以 反对 称 和 矩阵 为 代表 的 辛 结构 , 我 们 有 时 也 称 之 为 多 辛 Bridges JÉ 
式 . Birkhoff 常 微分 方程 首次 由 Santilli 提出 , 他 在 文献 [San83] 中 讨论 
了 Birkhoff 常 微分 方程 、 它 的 代数 和 几何 框架 以 及 能 量 函 数 等 . 我 们 
将 结合 多 辛 Hamilton 方程 和 Birkhoff 常 微分 方程 , 提出 多 辛 Birkhoff 
偏 微分 方程 的 概念 , 并 研究 它 的 对 称 性 和 多 辛 守恒 律 ， 为 了 叙述 简便 ， 
我 们 只 考虑 1 + 1 维 的 偏 微 分 方程 , 对 于 高 维系 统 , 可 类 似 推 广 . 

首先 回顾 一 下 多 辛 Hamilton 方程 . 所 谓 的 多 辛 就 是 Hamilton Ж 
统 在 时 间 和 空间 方向 分 别 存在 一 个 辛 结构 . 辛 结构 的 局 部 化 , 也 就 是 
将 偏 微分 方程 的 无 限 维 辛 Hamilton 形式 变 为 有 限 维 多 辛 形式 . LF 
Hamilton 方程 概念 可 以 简 述 如 下 : 4 M 和 K Æ R” (n > 3) 上 的 任 
意 反 对 称 和 矩阵 , S J& R^ x R? 到 R 上 的 任意 光滑 函数 . 一 个 方程 若是 
能 表示 成 下 面 的 形式 : 


Mz + Kz, = V,S(z,z,t), z € В", (zt)eR?, (6.1.1) 


则 称 该 方程 是 多 辛 Hamilton 形式 (6.1.1) FHS Hamilton 方程 ， 
这 里 的 梯度 算 子 Vs 利用 R" 中 的 标准 内 积 来 定义 . В" 中 的 标准 内 积 
WA (-,-). 矩阵 M 和 K 可 以 定义 两 个 辛 2- 形 式 , 分 别 是 


w(U,V) =(MU,V), «(U,V)= (KU,V), (6.1.2) 


Bridges 称 这 两 个 辛 2- 形 式 为 Pre-symplectic 形式 . 这 两 个 2 形式 又 分 
ЯЕ R” (m =rank(M) < n) 和 Rk (k=rank(K) < n) 上 定义 了 两 个 
辛 结构 . 形式 对 (o, к) 满足 多 辛 守恒 律 

dw dk 


—+—=0. 2" 
de Tax 0 (6.1.3) 


系统 (6.1.1) 的 一 个 多 辛 格式 就 是 对 它 自身 的 一 个 数值 逼近 , 例如 


Мдї#?ж ; + Кдт*?ж у = (Vz5(zij,2ists))igs Zij = z(rit;), 
(6.1.4) 
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其 中 де 和 0259 分别 表示 2. 和 22. 在 (2, t) 处 的 离散 近似 这 个 
SIB UTR NS SS ЕЕ 


Btizuij + Ox kij = 0. (6.1.5) 


假如 函数 5 不 显 含 时 间 t 和 空间 变量 z, ABE (6.1.1) 就 是 自治 的 多 辛 
Hamilton 系统 , 这 样 的 系统 除了 有 多 辛 守 恒 律 之 外 , 还 有 形式 能 量 和 
动量 守恒 律 : 


BE(z) + OF(z)=0 和 ƏdA(z)+Ə,g(z)=0 (6.1.6) 
分 别 是 系统 (6.1.1) 的 形式 能 量 和 动量 守恒 律 , 其 中 

E(2) = 5(2) - (nes), Fle) = 了 (aa 

Gz) = S(2) – иба, ж), T(z) = 也 (ze 对 


系统 (6.1.1) 的 多 辛 格式 同样 保持 离散 的 形式 能 量 和 动量 守恒 . 非 自治 
的 多 辛 Hamilton 系统 , 也 就 是 势 函数 5 显 含 自 变量 (x,t) 时 , 不 存在 
明显 的 能 量 和 动量 守恒 律 . 不 过 即使 作为 能 量 耗 散 系统 , 有 些 系 统 的 能 
量 耗 散 也 有 一 定 的 规律 , 所 以 我 们 也 尝试 找到 它们 的 形式 能 量 守恒 律 . 

如 果 在 构 形 空间 上 考虑 , 把 自 变 量 和 因 变 量 等 价 地 看 待 , 我 们 可 以 
很 自然 地 把 多 辛 Hamilton 系统 推广 到 更 一 般 的 形式 . 令 M(z,2,t) 和 
K(z,2,t) 也 是 R" x В? (n > 3) 上 的 反对 称 和 矩阵 , В 是 从 R” x R? 到 
R 上 的 光滑 函数 , 那么 一 般 的 多 辛 Hamilton 系统 可 以 推广 为 


M (z,z,t)zi + K(z, 2, t)zz 
OF (2,2,0), IG(z,2,t) (6.1.7) 
дї дт Š 

HP F = F(z,2,t) fl G = G(z,z,t) 是 两 个 向 量 函 数 .， 上 面 的 系统 
要 对 称 , 它 的 结构 矩阵 和 势 函数 必须 满足 一 定 的 对 称 条 件 . 这 个 对 称 条 
件 事实 上 就 等 价 于 第 四 章 中 Marsden 给 出 的 外 力作 用 垂直 于 和 群 作用 条 
件 . 这 两 种 对 称 条 件 从 形式 上 看 之 所 以 不 同 , 是 因为 我 们 是 在 一 般 辛 结 
构 下 讨论 对 称 , 而 Marsden 等 人 是 在 标准 辛 结构 下 讨论 受 外 力作 用 的 


= V, B(z,z,t) + 
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系统 的 对 称 条 件 . 对 于 M 和 F, K 和 G 的 关系 , 我 们 在 下 一 节 具 体 
给 出 . 

结构 (6.1.7) 之 所 以 有 讨论 意义 , 有 两 个 方面 原因 : 第 一 , 在 形式 上 
它 是 多 辛 Hamilton 系统 (6.1.1) 的 自然 推广 , 同时 也 是 从 常 微分 方程 
的 Birkhoff 表示 到 偏 微分 方程 的 推广 ; 第 二 , 我 们 希望 通过 这 个 形式 来 
研究 受 外 力作 用 的 不 守恒 系统 的 几何 结构 , 跟 第 五 章 的 结果 做 一 个 比 
较 . 下 面 我 们 先 看 一 个 具体 的 例子 , 以 便 对 这 种 系统 有 一 个 直观 的 认 
识 . 考虑 方程 


Utt — Чет + ú + ощ + Bu; = 0. (6.1.8) 


这 个 方程 是 描述 空气 中 带 磨擦 的 线性 弦 振 动 方程 , 其 中 的 耗 散 项 是 u, 
和 uz. 我 们 引进 新 变量 p = ш 和 4 = uz, 方程 (6.1.8) 变 为 一 个 一 阶 
方程 组 


ut = р, 
Uz = q, (6.1.9) 
Pt — qz + и + op + pq = 0, 


MAS z = (и,р,4)7 e R3, 则 它 可 以 表示 为 系统 (6.1.7) 的 形式 , 其 中 


O e asi 0 0 -ep 
M= | = sess Vo чу, Kal у 4 | 
0 0 0 eft Q 0 


(6.1.10) 


1 at—Bz 1 at 一 Bz E) 
Ga 2° 4,0, -5e TS (6.1.11) 


1 
B= о a +p? — ф + aup + Bug). 
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862 Birkhoff 多 辛 结构 


有 了 上 一 节 的 介绍 , 我 们 就 可 以 给 出 多 辛 Birkhoff 系统 的 定义 了 . 
通过 后 面 的 几 个 命题 和 定理 , 我 们 会 对 这 样 的 定义 有 进一步 理解 . 
定义 6.2.1 如 下 形式 的 方程 组 称 为 多 辛 Birkhof 系 统 或 
Birkhoff 形式 : 
(ES t) m) Oz , (ES TEES) Oz, 


да” дг” д дг Oz" Ox 
OB(z,z,t) , ƏF,(z,z,t) , OGy(z,x,t)\ _ 
E ( S T Ot i дт 0, 
Bv 1, уп, (6.2.1) 


其 中 标量 函数 B(z,z,t) 及 向 量 函 数 F(z,2,t) 和 G(z,2,t) 统称 为 
Birkhoff 函数 , 特别 B 称 为 Birkhoff AF. 

一 个 偏 微分 方程 什么 时 候 可 以 表示 成 多 辛 Birkhof 形式 ? 理论 上 
讲 , 任何 一 个 非 奇异 的 偏 微分 方程 都 可 以 表示 成 多 辛 Birkhof 形式 , 但 
是 具体 实现 比较 困难 . 现在 我 们 考虑 一 个 一 般 的 一 阶 Newton 系统 : 


N"(z) = My (z, 2, t)zf + К (2,2,0)2 + Dy(z, x,t) = 0, 
b= 1 ,n. (6.2.2) 
下 面 给 出 它 的 变 分 对 称 性 . 我 们 在 第 三 章 已 经 详细 阐述 了 变 分 对 称 性 
的 定义 及 相关 结果 , 这 里 应 用 这 些 结果 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 6.2.1 协 变 一 阶 方程 (6.2.1) 对 称 的 充分 必要 条 件 是 ,， 存在 
构 形 空间 中 点 (z, z,t) 的 星 形 区 域 R, 在 这 个 区 域 里 , 下 述 条 件 成 立 : 


Mw + My = 0, 
Kw + Kip = 0, 
дм, Мм, OMrp =0 
т H OMNES 
Oz Oz Oz i =i sassa (6.2.3) 
OK yw OK, + OK ry 0, 


дгт Oz Oz 
Mpv + ӘК, e ар, OD, 
ot дт О gae 
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证 明 假设 N 存在 连续 的 Frechét 导数 , 即 


Nó im N#(z” + еф) — N"(z") 


< 一 0 E 


Bv = ln, (6.2.4) 


这 里 $ 是 从 В? 到 R 的 任意 函数 , 那么 方程 组 (6.2.2) 是 对 称 的 , 4A 
仅 当 N 的 Frechét 导 算 子 N E ARMAT, Вр 


NE = NY. (6.2.5) 


很 容易 证 明 上 面 的 等 式 等 价 于 条 件 (6.2.3). 口 

我 们 之 所 以 讨论 协 变 的 一 阶 方程 , 原因 在 于 : 首先 , 反 变 的 一 阶 方 
程 组 假如 是 对 称 的 , 那么 它 一 定 是 多 辛 Hamilton AS, 我 们 不 需要 再 
特别 讨论 它 ; 其 次 , 协 变 的 一 阶 方程 组 可 以 从 一 个 最 一 般 的 一 阶 泛 函 变 
分 导出 . 这 个 泛 函 就 是 Pfaff ERI PR: 


£(z,2,t) = n [FL (z, 2, t)z/+G_(z, x, t)zz — B(z, v, t)]dtdz. (6.2.6) 
(x,t) 


定义 泛 函 (6.2.6) 中 的 被 积 函数 L = F,(z,z,t)zZ + Gy(z a. t)zz 一 
B(z,z,t) 为 Lagrange ВХ. —BrñJ TT ЖЕН A ff TEJESU Legendre 变 
É, 所 以 一 个 对 称 方程 组 要 么 本 身 就 是 多 辛 Hamilton 方程 , 要 么 是 多 
Æ Birkhoff 方程 . 

命题 6.2.1 (Birkhoff 系统 的 对 称 性 ) 协 变 一 阶 系统 (6.2.2) 对 
称 的 充分 必要 条 件 是 , 在 空间 Rn x R? 的 星 形 区 域 R 里 , 它 可 以 表 
示 成 Birkhoff 形式 (6.2.1), Pp 


My (z, 2, t)zy¢ + Къ (z, z,t)zZ + Dp(z, 2, t) 
ë (SES бу ыы az" 


Oz" дг” дї 
Ç: OG,(z,z,t) OG,(z,x,t)\ дг” 
Oz" Oz" Ór 
OB(z,z,t) | OF,(z,2,t) , 0G,(z,v,t) 
( Ae | 8 — Т 77 9 


шуи =l, n. (6.2.7) 
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证 明 定义 一 个 3- 形 式 
N = Ма ^ dz" A dz — K,,dz" ^ dz" A dt + 2D,dz" A dt ^ dz. 
(6.2.8) 
充分 性 ”如果 协 变 一 阶 系统 可 以 表示 成 Birkhoff 形式 , 那么 意味 
着 以 上 3- 形 式 是 一 个 闭 形式 , 即 
40 = 0. (6.2.9) 
0 为 闭 形式 的 可 积 条 件 就 是 对 称 条件 (6.2.3). 
必要 性 ” 若 协 变 一 阶 系统 (6.2.2) 对 称 , 则 对 称 条件 (6.2.3) 成 立 ， 


从 而 Q 为 闭 的 . 那么 , 根据 Poincaré 引 理 的 道 命题 知道 , 形式 2 在 星 
JÉp R 上 是 确切 的 , 也 就 是 存在 一 个 2- 形 式 Ө, 使 得 


f = qe, (6.2.10 
也 即 存在 Birkhoff 函数 F(z,z,t), G(z, x,t) 和 B(z, x,t), 使 得 
Ө = F,dz" ^ dz — G,dz" A dt — Bat ^ dz. (6.2.11 
根据 (6.2.10) 式 , 方程 (6.2.2) 一 定 具 有 形式 (6.2.7). 


3- 形 式 Q 是 Poincaré-Cartan 形式 最 一 般 的 推广 ， 和 我 们 在 第 四 
章 中 通过 场 论 变 分 得 到 的 3- 形 式 是 一 致 的 .Poincar6-Cartan 形式 在 
BridgeslBri97a,BR01,Bri97b] 和 Marsden 等 人 的 理论 中 都 有 所 说 明 . 
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LÆ Birkhoff 系统 (6.2.7) 也 定义 了 两 个 2- 形 式 : 
w = M(z,z,t)dz Adz, 
к= K(z,z,t)dz Adz. 


我 们 对 原 方程 组 (6.2.7) 两 边 作 外 微分 , 再 外 积 dz, 可 以 得 到 


0—d(Mz)^dz--d(KKz,)^dz--dD^dz 


OM 
= Мда A dz + K, dz A dz + 35 zt dz? ^ йг” 
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2 
+0 seach ^ dz" + VzzBdz ^ dz + S гё ^ dz^ 
PCy 8 и 
+22924 ^ dz^. (6.3.1) 


VzzB 是 对 称 的 , 利用 对 称 条 件 (6.2.3), 得 到 


0= < (Maz Adz) + a (Kaz Adz), (6.3.2) 
也 就 是 多 辛 守 恒 律 
а ёк 
dt tds 


我 们 称 这 个 守恒 律 为 Birkhoff 多 辛 守恒 律 . 它 看 起 来 和 Hamilton £ 
辛 守恒 律 (6.1.3) 完全 一 样 , 但 是 由 于 系数 矩阵 М, Z 0 和 K, Z 0, 
所 以 它们 是 和 前 者 不 完全 一 样 的 , 后 者 实质 上 更 像 是 一 种 耗 散 规律 , 在 
后 面 有 具体 的 例子 更 能 生动 地 说 明 这 一 点 . 另外 , 虽然 多 辛 守恒 和 形 
式 能 量 或 动量 守恒 不 一 样 , 但 是 在 Bridges 的 理论 框架 中 , 他 导出 形式 
能 量 和 动量 守恒 律 的 路 径 与 导出 多 辛 守恒 律 的 路 径 是 一 样 的 , 只 是 两 
者 考虑 的 几何 空间 有 差异 . 所 以 笔者 认为 , 假如 在 完全 一 样 的 空间 上 考 
IE, 多 辛 守恒 与 形式 能 量 和 动量 守恒 是 等 价 的 . 但 Birkhoff 系统 不 能 
像 自治 的 Hamilton 系统 一 样 具 有 能 量 和 动量 守恒 律 , 从 这 一 点 也 说 明 
了 (6.3.2) 式 只 是 形式 的 守恒 律 , 事实 上 它 反映 的 是 系统 的 耗 散 规律 . 
ABA, 我 们 能 否 像 得 出 多 辛 守 恒 律 一 样 也 得 出 反映 Birkhoff 系统 耗 散 
规律 的 形式 能 量 和 动量 守恒 律 呢 ? 

我 们 在 这 里 先 讨论 一 下 一 般 多 辛 结构 下 自治 的 Hamilton 系统 的 
形式 能 量 和 动量 守恒 律 . 一 个 形 如 


M (z)z, + K (z)z; = V, S(z) (6.3.3) 


的 对 称 系统 就 是 一 般 的 多 辛 Hamilton 系统 . 因为 它 是 对 称 的 , 所 以 显 
然 其 中 的 系数 矩阵 M M K 定义 的 2- 形 式 在 某 个 星 形 区 域 上 也 是 闭 
的 , 即 存在 向 量 函 数 F(z) 和 G(z), 使 得 
OF, ӘР, _ G, 8G, 
Oz! Oz Р” дш Oz" 

hv =1,-+- ,m. (6.3.4) 


My, = 
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那么 , 由 原 方程 我 们 可 以 定义 形式 能 量 和 动量 守恒 律 , 例如 
QE(z) + OF(z)=0 和 0,7(2) + 0.9(z) = 0, (6.3.5) 
其 中 


£(z) = S(z) — a Fatt, F(z) = gut, 
(6.3.6) 


1 1 
T(z) = S(z)- ZON G(z) = 2бн®- 


这 样 的 局 部 的 形式 能 量 和 动量 守恒 加 上 适当 的 边界 条 件 可 以 导出 整体 
的 形式 能 量 和 动量 守恒 . 

现在 我 们 再 回 过 头 来 讨论 Birkhof 系统 (6.2.1). 如 果 我 们 引进 新 
的 变量 51, so Al ti = t, zl = z, AKA Birkhoff 系统 (6.2.1) 可 以 被 一 
个 新 的 系统 所 包含 , 这 个 新 系统 是 一 般 辛 结构 下 非 自 治 的 Hamilton 系 
统 , 表示 为 


0-0 vo 0 0 51 
Q0. -0- 10: 70 82 
-310 0 oO AT |&à|t 
00 0 0 0 zi 
0 0-A0 M z 
@ Oi" 09 йк 30 sı 
0205.0. Ao 0 82 
310 4-0 0 о |ó, | ñ 
0-10 0 AT 21 
0 о 0 -A K z 


(6.3.7) 


lI 
эр k 


—D(z,t,z) — F,( 


N 


,z,t) — G, (z,z,t) 
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这 里 a, = Pete) д, = DEUS, sapere 
(6.3.7) 的 左边 把 原来 函数 中 的 自 变量 z 和 + 都 替换 为 因 变量 z, 和 n, 
而 在 右边 函数 中 的 自 变量 不 共 换 , 那么 很 显然 它 的 右边 是 一 个 梯度 函 


数 . 我 们 把 这 个 新 系统 简化 表示 为 
M(2)% + К(2)2, = Vz5(Z,2,t), (6.3.8) 


ЖР 2 = (s1, 2,t1, 21,27)", Š = ву + 52 + B(z, x,t). 

对 非 自 治 的 多 辛 Hamilton AE (6.3.8) 引进 四 个 新 变量 зз, s4 和 
тә = т, tz = ,那么 它 可 以 被 一 个 自治 的 Hamilton 系统 所 包含 , 这 个 
自治 的 Hamilton 系统 表示 为 


M(z)z, + K(z)z, = VzS(z), (6.3.9) 
其 中 

0010 0 0 000 0 
0000 0 б. 0 043 X 
M(z-|-1000 0 K(z2-|0 ооо 0 
0000 0 0-100 0 
0000 M 0 00 0 Ж, 

(6.3.10) 


vaai 2 ms J Bet ),1,1,0,0,2-B( t » 
жо =|4, Ota 72,02 Em ; 02; T2), 1, 1, 0, U, Oz 20,12,12 , 


Z = (53, 54,02, 22, 51,52, t1, 21, 21) ., 
E (6.3.11) 
S(z) = B(z,z2,t2,) + $1 + 82 + 53 + 84. 


这 样 利用 一 般 辛 结构 下 的 Hamilton 能 量 和 动量 守恒 律 (6.3.5) 和 
(6.3.6), 我 们 就 得 到 了 Birkhoff 系统 的 形式 能 量 和 动量 守恒 律 . 具体 
公式 的 计算 很 简单 , 但 步骤 很 多 , 本 章 不 再 详细 讨论 . 

在 数值 计算 方面 , 我 们 也 希望 逼近 Birkhoff 系统 (6.2.1) 的 数值 格 
式 能 够 保持 它 的 相应 离散 的 Birkhoff 多 辛 守恒 律 . 假设 已 知 系统 (6.2.1) 
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的 一 个 离散 形式 
M, Oi zij + Ki 0p? zij 
= (V, B(zij, zi; t;))i; + (OF (zij, zi tj))ij 


+(02G(2i,j, Tis tj) Zij = z(züt;), (6.3.12) 
对 应 的 离散 多 辛 守恒 律 为 
Oliwi; + Oii n; = 0, (6.3.13) 
这 里 
wij = (МЫШ, Vi) кы = (KijUij, Vij) (6.3.14) 


定义 6.3.1 如 果 离 散 方程 (6.3.12) 有 形 如 (6.3.13) 式 的 Birkhoff 
多 辛 守恒 律 , 那么 它 决定 的 离散 格式 称 为 系统 (6.2.1) 的 一 个 Birkhoff 
多 辛 格式 . 
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不 管 有 没有 受到 外 力作 用 或 者 说 有 没有 耗 散 项 , 多 辛 Hamilton £ 
统 和 多 辛 Birkhoff 系统 的 本 质 区 别 在 于 它们 的 多 辛 结构 ， 不 依赖 于 
任何 变量 的 多 辛 结构 下 的 Hamilton 系统 的 多 辛 几何 算法 已 经 发 展 得 
很 完善 了 , 而 依赖 于 函数 变量 的 一 般 Hamilton 多 辛 结构 , 包含 了 系统 
较 复杂 的 能 量 或 者 其 他 信息 , 因此 其 相应 的 多 辛 几何 算法 研究 较 复杂 . 
Birkhoff 多 辛 结构 较 之 一 般 Hamilton 多 辛 结构 更 复杂 , 它 除了 依赖 于 
函数 变量 还 依赖 于 自 变量 , 依赖 于 自 变量 使 得 它 还 包含 了 对 系统 作用 
的 外 力 的 信息 , 从 而 使 得 构造 Birkhof 多 辛 格式 要 比 构造 Hamilton £ ` 
辛 格式 复杂 得 多 . 下 面 我 们 以 弦 振 动 方程 为 例 , 构造 一 个 Birkhoff 多 
辛 格式 . 

考虑 弦 振 动 方程 


Utt — Une + ud 2щ = 0, (6.4.1) 
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其 中 耗 散 项 2w 代表 了 不 对 称 的 外 力 . 引进 两 个 势 函数 p 和 q, 使 得 
ш = p, uz = q, 则 上 面 的 方程 就 等 价 于 下 面 的 方程 组 : 


Ut = p, 
Us = q, (6.4.2) 
p: — qz + u + 2p = 0. 


在 方程 组 (6.4.2) 各 方程 的 两 边 同 时 乘 以 e”, 我 们 就 可 以 得 到 原来 方 
程 的 Birkhoff 表示 


eu, = ep, 
eu, = eq, (6.4.3) 


etp, — eq, + e2tu + 2e2tp = 0. 


方程 组 (6.4.3) 显然 满足 对 称 条 件 . 它 有 一 个 依赖 于 时 间 变 量 t 的 多 辛 
Birkhof 形式 


= ер j (6.4.4) 


相应 的 Birkhoff 函数 是 
1 1 m 
F= (зе ео) А 
рч 
G= (бео, е) à (6.4.5) 
B= -ge Gà +p? — 4? + 2up). 
从 多 辛 Birkhof 形式 (6.4.4) 直接 推导 , 得 到 它 的 Birkhoff 多 辛 守恒 律 


d 24 d 2t 
кт (еар A du) 一 ae dg A du) = 0, (6.4.6) 
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如 果 消 去 它 的 耗 散 因 子 e2t (也 是 系统 多 辛 结构 的 关键 元 素 ), 上 面 的 守 
恒 律 就 不 再 守恒 了 , 变 成 如 下 形式 : 


d d 
a? лаи) 一 32094 лаи) = —2dp A du. 6.4.7) 


如 果 对 原来 的 振动 方程 引进 变量 已 和 Q, 使 得 P = eu, Q = 
eus, 那么 原 方程 等 价 于 多 辛 Hamilton 形式 


0 1-0 0 0 -1 и —e2tu 

—-1 0 0|& +|00 0]ë|]P|=|-e2p|, 

000 L0. Q eo 
(6.4.8) 


其 Hamilton 函数 为 
læ 2, 1 


NNI 12-2002 p? 
H= 2° ч +5° (Q? — P^). 


ove 


上 面 的 形式 有 Hamilton 多 辛 守 恒 律 
ET ^ du) + EO ^dQ) = 0. (6.4.9) 


我 们 还 可 以 对 原来 的 振动 方程 引进 不 同 表 示 的 变量 , 得 到 更 多 不 
同 的 多 辛 形式 . 比如 又 一 个 多 辛 Birkhoff 形式 如 下 : 


Di eee 0 u 0 0 =1 u -u 
-e 0 ojà|P|-«|oo oj[à|P|-2|-e*P|. 

0 0 0 Q 1705 Ü Q Q 
(6.4.10) 
将 多 辛 Birkhof 形式 (6.4.4) 和 多 辛 Hamilton 形式 (6.4.8) 进行 比较 . 
后 者 是 很 严格 简洁 的 表示 , 在 数值 计算 方面 已 经 存在 现成 的 多 辛 逼 近 ， 
比如 Preissman 格式 、 多 辛 PRK 方法 等 . 然而 后 者 的 缺点 是 : 系统 的 
变量 并 非 实际 期 望 值 或 观测 值 ,不 一 定 有 实际 的 物理 意义 .本 例 中 已 和 
H 已 经 不 是 习惯 的 能 量 和 动量 的 期 望 值 或 观测 值 . 我 们 介绍 Birkhoff 
多 辛 表示 , 对 解决 这 个 问题 也 许 会 有 所 帮助 . 首先 多 辛 Birkhof 形式 
(6.4.4) 的 未 知 函数 为 z = (up. a), 其 中 и 代表 系统 (6.4.1) 的 观测 值 ， 


§6.4 ”线性 阻尼 振动 方程 的 Birkhoff BA 161 


p 是 它 的 线性 动量 . 其 次 Birkhoff 形式 在 t 方向 的 辛 张 量 


0 е 0 
M(z,t,xz) = | = o o (6.4.11) 
0 


0 0 


代表 了 不 守恒 、 不 对 称 的 外 力 f = —2w. 还 有 Birkhoff 多 辛 守恒 律 
(6.4.6) 带 有 系统 因为 外 力 而 产生 的 耗 散 因子 t, 它 在 变换 


Р =e2p, Q = e?tq (6.4.12) 


下 , 和 Hamilton 多 辛 守恒 律 (6.4.9) 是 等 价 的 , 但 它 本 身 不 能 算是 纯粹 
的 守恒 律 , 所 以 说 它 所 在 的 Birkhoff 框架 也 更 能 代表 耗 散 系统 . 很 自然 
地 , 我 们 认为 由 此 框架 出 发 构造 的 数值 格式 能 更 好 地 保持 原 系统 的 几 
何 结构 . 

下 面 我 们 对 Birkhof 方程 (6.4.1) 进行 离散 , 得 到 


eitpi+1/2j+1 = ep i; Qi+1,j+1/2 一 di, j41/2 
—— a a A . a + ee 
ot ór 
= ~Ui41/2,5+1/2> 
(6.4.13) 
Ui41/2,j+1 — Ui41/2,75 
— TPt 


Ui+1,j+1/2 一 Ui j+1/2 _ 
— 4 = Aj, 


因为 系统 的 Birkhof 多 辛 结构 只 依赖 于 时 间 变 量 t, 而 不 依赖 于 空间 
变量 z, 所 以 Bu 的 离散 形式 我 们 一 律 采用 中 点 离散 , 而 & 的 离散 就 稍 
有 不 同 , 在 离散 点 (Zi+1/2:1;+1/2) 处 分 别 是 
e5079,,,55 5,4 — е?з+/зщ pj 
ót Š 
едда — @ 
ót 
epo ja = epi o 
ot Р 


е?ёш(% + 1/2,) + 1/2) 


24;+1/2(. н 
eqli + 1/2, j + 1/2) Чү 


‚ (6.4.14) 


e”p(i + 1/2, + 1/2) 


162 ”第 六 章 偏 微分 Birkhoff 系统 的 多 辛 结构 及 多 辛 格 式 


另外 , 它们 的 中 点 分 解 成 
1 ales 
Di41/2,41/2 = де Ping + pig+i) + 1° 9 (bitis + pi), 
1 
Ui41/2,5-+1/2 = A (ititl + шз + Ungu + Шу), (6.4.15) 


1 
Qi+1/2,j+1/2 = (++ + iji dia + dij). 


用 同样 的 格式 离散 Birkhoff 多 辛 守 恒 律 (6.4.6), 得 到 一 个 离散 空间 上 
的 多 辛 守恒 律 
eitdpi+l/2jH1A duit1/2,j+1 — €™ tdpit1/2,7 ^ dui 1/2, 
ot 
dqi+1,j+1/2 ^ @ш+ї,у+1/2 一 dqisj+1/2 ^ dui, j+1/2 
бт 


=0. 
(6.4.16) 


我 们 对 离散 方程 (6.4.13) 也 作 外 微分 , 再 外 乘 离 散 空 间 上 的 1- 形 式 可 以 
得 到 它 的 一 个 多 辛 守恒 律 , 这 个 守恒 律 和 Birkhoff 多 辛 守恒 律 (6.4.6) 
的 离散 形式 (6.4.16) 一 致 . 所 以 由 离散 等 式 (6.4.14) 和 (6.4.15) 确定 的 
格式 是 多 辛 Birkhof 系统 (6.4.1) 的 一 个 多 辛 积分 子 . 下 面 进行 数值 实 
验 . 

我 们 在 区 间 —x < z < xz 上 及 t > 0 时 考虑 方程 (6.4.1) 的 初 边 值 
Ж. 假如 方程 满足 初 值 u(xz,0) = sins 及 周期 边界 条 件 , 则 此 方程 有 解 
析 解 

u(x,t) = exp (—t) sin (z + t), 

且 它 有 衰减 的 能 量 


л 
/ (up + и)? + u2dz = ne”. 
-x 


分 别 用 多 辛 格式 (6.4.13) 一 (6.4.15) 和 下 列 中 心 格式 数值 模拟 弦 振 
动 方程 (6.4.1): 
Uj41 — 204,3 F Ui  Uitl,j — 24+ Ui 
(бт)? (02)? 
Ui,j+1 — Uij-1 = 0 
2ót i 


+щ„ +2 
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数值 结果 如 图 6.4.1 和 图 6.4.2 所 示 . 


0 
图 6.41 Birkhoff 多 辛 格式 (6.4.13) 一 (6.4.15) 的 计算 结果 


SA -一 格式 (6.4.17) 
\ 一 格式 (6.4.13) 一 (6.4.15) 


T4 -— ———— — ——— M1 
200 400 600 800 1000 
时 间 步 数 
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图 6.4.2 Birkhoff 多 辛 格式 (6.4.13) 一 (6.4.15) 和 中 心 格 式 (6.4.17) 的 数值 误差 


图 6.4.1 表示 多 辛 格式 (6.4.13) 一 (6.4.15) 在 < t < 18, 时 间 步 长 


62 = 0.0311, 空间 步 长 jz = 0.0222 时 的 计算 结果 . 
在 时 间 t = j6t 处 的 误差 定义 为 


error = max |u;,; — u(ióz, jót)|. 
1 


图 6.4.2 给 出 了 Birkhoff 多 辛 格式 (6.4.13)— (6.4.15) 和 中 心 格式 
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(6.4.17) Jk t = 0 到 t= 0.0311 x 1000 的 误差 . 前 者 明显 优 于 后 者 . 


[Bri97a] 


[BR01] 


[Bri97b] 


MPS98J 


Rei00] 


San83b| 
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第 七 章 FR Birkhoff 系统 和 
生成 泛 函 方法 


本 章 我 们 介绍 无 限 维 Birkhof 系统 、 无 限 维 Birkhoff 辛 结构 以 及 
用 来 构造 无 限 维 辛 格式 的 生成 泛 函 方法 .因为 无 限 维 Hamilton 系统 
是 Birkhoff 系统 的 一 个 特殊 情形 , 并 且 关 于 它 的 概念 、 性 质 和 算法 有 
大 量 文献 可 以 参阅 , 所 以 为 了 帮助 读者 更 好 地 理解 后 面 的 Birkhoff Ж 
统 的 定义 和 性 质 , 我 们 先 简单 介绍 一 下 有 关 无 限 维 Hamilton 系统 的 基 
本 概念 、 性 质 和 算法 . 由 于 所 涉及 的 内 容 庞 杂 , 无 法 详细 给 出 推导 和 证 
明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 [MarRar99,Arn89,FW91,FQ09]. 

我 们 从 介绍 定义 和 记号 开始 . 假设 M 是 一 个 微分 流 形 , Т.М 是 
它 的 切 空间 , Q : T.M x T.M > R М 上 的 一 个 非 退化 的 闭 2- 形 
xX. 我 们 用 (М, 2) 表示 一 个 辛 流 形 , X : T.M > M 表示 一 个 向 量 
场 . 如 果 存 在 一 个 泛 函 H : M 一 R, 使 得 对 所 有 的 ó є T. M 都 成 立 
0(Х(2),ф) = 6H(z) - ó, WEK X 是 一 个 Hamilton 向 量 场 . 在 这 种 情 
况 下 , 我 们 用 Xn 来 表示 Hamilton 向 量 场 . 

假如 dy 是 一 个 局 部 Hamilton 向 量 场 Xx 的 无 穷 维 相 流 , of BE 
的 拉 回 映射 , 则 该 相 流 满足 of. = Q. 对 应 向 量 场 Xx 的 方程 

2602) _ x, (ó,(2)) 
就 是 经 典 Hamilton AS, AR : 
да SH Op ôH 
E = Op’ Ot == 二 (7.0.1) 

下 面 为 了 简单 起 见 , 我 们 用 т 表示 空间 变量 . 经 典 Hamilton 系统 

(7.0.1) 保持 Hamilton 辛 结构 , 即 保持 


0 = ПС A ба, (7.0.2) 
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此 处 5 在 无 限 维 情形 下 表示 变 分 微分 算 子 , 在 有 限 维 情形 下 表示 普通 
微分 算 子 . 向 量 场 Xn = (Z. -X) 的 相 流 é, 是 个 Hamilton 辛 映 
St, BY 2(Xn,9) = SH ф. 在 局 部 坐标 下 , 该 性 质 也 可 以 表示 为 


Adi(z)\" adi(z) _ 
(== ) — =J, (7.0.3) 


其 中 


经 典 Hamilton 系统 (7.0.1) 的 保 结构 算法 可 以 分 为 两 大 类 : 第 一 
类 是 , 首先 把 方程 沿 着 空间 方向 离散 得 到 一 个 半 离 散 系统 , 加 上 合适 的 
边界 条 件 使 之 成 为 一 个 有 限 维 Hamilton 系统 , 即 Hamilton 常 微 分 方 
TB, 然后 用 Hamilton 辛 算法 , 也 就 是 第 二 章 介 绍 的 Hamilton 辛 差 
分 算法 , 去 数值 求解 这 个 方程 组 . 这 类 算法 只 有 在 适当 的 边界 条 件 下 ， 
才 会 沿 时 间 方 向 保持 Hamilton 辛 结 构 . 第 二 类 是 所 谓 的 Hamilton 多 
辛 算法 , 比如 多 辛 Runge-Kutta 方法 . 这 类 算法 是 基于 方程 (组 ) 的 多 
Æ Hamilton 形式 的 , 这 种 方程 (组 ) 形式 保持 一 个 Hamilton 多 辛 结 
构 , 简单 地 讲 , 就 是 沿 时 间 和 空间 各 有 一 个 辛 结构 . 这 两 类 算法 保持 的 
都 是 有 限 维 的 结构 , 前 者 是 在 离散 的 有 限 维 空间 上 保持 辛 结构 , 而 后 者 
是 在 有 限 维 的 构 形 空间 从 上 保持 多 辛 结构 , 因此 这 两 类 算法 都 不 保持 
无 限 维 的 Hamilton 辛 结构 (7.0.2). 和 其 他 非 辛 算法 相 比 , 这 两 类 算法 
在 长 时 间 计 算 时 的 优势 是 非常 明显 的 . 关于 这 两 种 算法 有 大 量 的 研究 
RER, 有 兴趣 的 读者 可 参考 原始 论文 [Tang93, Shang94, McLachlan94, 
Bri97, MPS98, MS99, BRO1, Reich02, HLW02, Olver04, Cano06, HS08] 
等 . 

在 下 面 展 开 的 内 容 中 , 我 们 首先 定义 无 限 维 Birkhoff 系统 , 证 明 
它 的 解 保持 无 限 维 Birkhoff 辛 结构 ; 然后 给 出 一 般 Birkhoff 辛 结构 和 
四 类 生成 泛 函 的 关系 , 以 及 与 生成 泛 函 对 应 的 广义 Hamilton-Jacobi Jr 
程 , 从 而 建立 生成 泛 函 方法 的 理论 框架 . 在 此 理论 基础 上 , 以 声波 方程 
和 电磁 场 方程 为 例 , 给 出 一 个 利用 生成 泛 函 构造 保 无 限 维 Birkhoff 3 
结构 算法 的 系统 方法 . 


§7.1 AIR 4 Birkhoff 系统 167 


571 ”无 限 维 Birkhoff 系统 
我 们 以 一 个 波动 方程 为 例 来 说 明 什 么 是 无 限 维 Birkhoff 系统 . 考 
虑 二 维 均匀 媒质 中 带 耗 散 项 的 声波 方程 
Utt — C(Ure + Чуу) + ú + Аш = 0, (7.1.1) 


其 中 Ve 是 波 速 , А 是 耗 散 常数 , us 表示 外 力作 用 耗 散 项 . 我 们 引入 函 
数 p, 使 得 w = р, 并 取 一 个 泛 函 


1 
B(u,p) = 2 Jf í (u? + c(u2 + u?) +p + лир) агау. (7.1.2) 
ту 


如 果 令 z = (u,p)T, 通过 泛 函 (7.1.2), WH (7.1.1) 可 以 表示 为 下 面 的 
形式 : 


Wine д2 A сасы ү с 50 (7.1.3) 
其 中 
0 —ert 
K(z,2,y,t) = 区 j. (7.1.4) 


1 1 T -ôB (6B 5B\™ 

向 量 函 数 F(z, m, y. t) = (Jer. -je ,而 一 = (3) 表 
ARIZ 2 B(z, x, y, t) 的 变 分 梯度 函数 . 

我 们 称 具 有 形式 (7.1.3) 的 方程 组 为 无 限 维 Birkhof 系统 . 无 限 
维 Birkhoff 系统 可 以 看 做 有 限 维 Birkhoff 系统 从 有 限 维 空间 到 无 限 维 
空间 的 一 个 推广 , 这 也 是 我 们 为 何 也 称 方程 组 (7.1.3) 为 Birkhoff 系统 
的 原因 : 尽管 经 典 Birkhoff 力学 中 并 无 无 限 维 一 说 , 但 我 们 将 方程 组 
(7.1.3) 视 做 有 限 维 Birkhoff 系统 的 延续 , 因此 也 以 Birkhoff 命名 . 无 
限 维 Birkhoff 系统 也 可 以 看 做 无 限 维 Hamilton 系统 从 保守 系统 到 非 
保守 系统 的 一 个 推广 . 为 什么 这 么 说 呢 ? 如 果 我 们 令 和 = 0, 那么 方程 
(7.1.1) 就 是 没有 耗 散 项 的 一 个 保守 系统 , 它 对 应 的 形式 (7.1.3) 就 是 一 
个 无 限 维 Hamilton 系统 . 

首先 介绍 下 面 要 用 到 的 记号 : V 表示 Euclid 空间 R” 的 一 子 空间 ， 
局 部 坐标 为 xz = (z1,… ,zm), 代表 自 变量 空间 ; P ER” 的 开 子 集 , 局 
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部 坐标 为 z= (21, нажа Zan); 代表 因 变 量 空间 . 记 偏 导 数 — 

ке т 

为 zi, = (j ,jm) 是 一 个 т 维 有 序 非 负 整 数组 , Вр zi 表示 z 分 

SIT. ть R j; 阶 偏 导数 , J = У j 表示 zi 的 偏 导 数 总 阶 数 . 类 似 
k=1 


; az, i 97 
7 — (w= 1,::- ,2 DJ = ————— 
地 ,用 7u #7 Ox} . = (= n), 用 Oa} ... xir * 


mJ 阶 全 微分 算 子 . 记 20 = (z, z). 用 Je P 表示 基础 空间 x P Bü 
a 阶 Jet 空间 , (z, z3)o<y<a 为 它 的 坐标 , 并 用 J.P 和 JP 分 别 表示 
V x P 的 任意 有 限 阶 Jet 空间 和 Jet 丛 . 下 面 给 出 变 分 微分 1- 形 式 的 
定义 和 变 分 外 微分 算 子 ó 的 定义 . 

定义 7.1.1 wR B= Ble, zijde 是 定义 在 ЈР 上 的 一 个 泛 
šh, 那么 对 BRA, 得 到 Ë 


ӘВ óB 
3 = è 
(5B)(5z) 人 heed ed LEE / „145, (7.1.5) 


其 中 工 是 边界 项 . 显然 有 TE 一 co 10328. 把 E джа B 


的 变 分 梯度 函数 . 
在 上 面 的 定义 中 ,>》 (— yoi 就 是 Euler BART, 28 


J20 


是 定义 在 Jet 从 JP 上 的 延 拓 1- 形 式 . 
定义 7.1.2 假设 fr(z,z3) (и = 1,… ,2n,v 是 任意 m 维 的 有 序 
А а) 是 定义 在 Jet A JP 上 的 函数 , @ = ада 是 一 个 


变 分 微分 1- 形 式 . Ө 的 变 分 外 微分 定义 如 下 : 


бө = df? лазу, (7.1.6) 


其 中 ај = 229 s аат. 
定理 7. % q RF 6 有 的 变 分 外 微分 恒 为 零 , 即 028 = 0. 
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利用 sae a A = 的 对 称 性 可 以 很 直接 地 证 明 本 定理 , 因此 这 里 定理 
EMA. 

我 们 将 采用 以 下 顺序 给 出 和 Birkhof 系统 相关 的 基本 概念 : 首先 ， 
介绍 Birkhoff 辛 形式 和 Birkhoff 辛 映射 ; 然后 , 给 出 Birkhoff ZZ РАЖ 
辛 向 量 场 的 定义 以 及 它们 之 间 的 关系 ; 最 后 , 定义 Birkhoff 系统 , 并 给 
出 Birkhoff 辛 守恒 律 . 

假设 构 形 空间 P = F(R? x R) 是 R” 的 一 个 子 空间 , 它 的 局 部 
坐标 为 z = (21, ,zan). K(z, m, t) 表示 任意 非 退 化 矩阵 , 它 决 定 一 个 
非 退 化 变 分 2- 形 式 Ок: 


Ок = / S (Ka, a, t)62)" ^óz-— f 5827 ^ (K (2,2, t)T 82). (7.1.7) 
对 P EMER BL v 和 u, 有 
lici ues f 50827 ао Ob da ук 


定义 7.1.3 假设 Ок X P 上 的 一 个 非 退化 变 分 2- 形 式 ， 如 果 
Ок 在 已 上 是 闭 的 , 即 SNr = 0, WA Ок 是 Birkhoff 辛 形式 或 辛 结 
构 , 也 称 为 K(z, c, t)-SEREXX. 称 带 有 Birkhoff 辛 结构 的 空间 (Р, Ок) 
Jj Birkhoff 辛 空间 或 K(z, x, t)-3- isl. 

AA Ок 的 变 分 外 微分 为 


_ 1 f Kw 
óf)k = ; Í Oz, 6z ^ бг„ A Ózz, (7.1.8) 


所 以 变 分 2- 形 式 Nr 的 非 退 化 性 和 辛 性 质 局 部 等 价 于 有 限 维 微分 2- 形 
X wk = 5827 A (K76z) 的 非 退 化 性 和 辛 性 质 ， 而 非 退 化 闭 2- 形 式 
wK 意味 着 对 应 EBE K 是 非 退 化 的 , 且 满 足 条 件 
OK, x OK, M OK. 
Ozr Oz, д2, 

шут =1,--- ,2n. (7.1.9) 
KFA RAE Hamilton 系统 和 Birkhoff 系统 的 非 退 化 闭 2- 形 式 , 读者 
可 参考 文献 [MS99, San83b]. 有 了 Birkhoff 辛 形式 和 辛 空间 的 概念 , 我 
们 便 可 定义 Birkhoff 辛 映 射 . 


Kw + Ky, = 0, 


= 0, 
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定义 7.1.4 假设 ó 是 一 个 从 Birkhoff 辛 空间 (P, Пк) 到 它 自身 
的 映射 . 如 果 对 任意 0 < t € R, ó, 保持 Birkhoff 辛 结构 Ок, PP 


Ф (Гак) = [ок (7.1.10) 


WAR ó, Æ Birkhoff 辛 映 射 或 K (z, c, #)-ЗЕ ВАВ}. 
定义 7.1.5 假设 (P, Ок) 是 一 个 Birkhoff 辛 空间 , 并 且 


Í BOR (eso, He =s nka 


ХАР Б-У. 4 


, OF (z, x,t) 


Q(z, x,t) = X(z, x,t) - K(z,a, t)~ at 


如 果 对 任意 z € P, FHLB: P — R, 使 得 
Ок (Q(z, x,t), dv) = 6B(z, x, t)(dv), Vou € P, (7.1.11) 


则 称 X A Birkhoff 辛 向 量 场 或 K (z, c, t)-3E 9] 7, 16% Xp, 并 称 
B(z,c,t) *; X 的 一 个 Birkhoff i£ if. 

因为 矩阵 KK (z, m, t) 非 退化 且 满足 条 件 (7.1.9), PPA FETE n] ЕРА 
数 F(z, m, t), 使 得 


OF\" (dF 
К(2,2,#) = (22) = (2). 
很 显然 , F(z, x,t) 不 唯一 . 如 果 令 
Bz, 2,0} = i B(z, x, t)da, 


那么 函数 B(z, x,t) 也 不 唯一 . 我 们 采用 经 典 同 伦 运算 得 到 F(z, x, t) 
fll B(z, x,t): 


1 
F,(z, x,t) = | Az, Kur (Az, x, t)dA, 
0 


Bis. = [ z"(KQ)(Az,2,1)dd. 
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命题 7.1.1 已 知 一 个 泛 函 B(z,m,t), CH K(z,2,t)- FATA 
Xp 如 下 所 示 : 


Хв 一 


KE pee, (7.1.12) 


Ot 
证 明 对 任意 Ove P, 有 


дк (xs -KG sv) 
= 3 ква)" лге (x$ 105 = öv) de 
ad _, 6B ы, т -18В 
ZEE iz A ôv — (Кӧо) K sje 


e Fi (Gor (2) = CO 8) dæ 


= fo Big = 6B(z, x, t)(0v). 


根据 定义 7.1.5 知道 , (7.1.12) 式 是 В 的 K(z, zx,t)- 辛 向 量 场 . 
定义 7.1.6 假设 K(z, m, t) 是 满足 条 件 (7.1.9) 的 非 退化 矩阵 , Xg 
是 泛 函 B(z, x,t) 的 K(z, x, t)-F 60 95, 则 称 方程 
Oz 


a Xp(z, am, t) (7.1.13) 


为 无 限 维 Birkhoff 系统 . 
定理 7.1.2 无 限 维 Birkhoff AN 7.1.3) 的 解 是 Birkhoff 辛 映 射 . 
证 明 为 了 简单 起 见 ， 我 们 把 22 = 记 做 2. 方程 (7.1.13) 两 端 同时 
乘 以 бе, 且 关 于 空间 变量 z 积分 ， 得 到 


Kzóz- | Xsóz= | —ôz + | —óz. (7.1.14) 
ee акр 
[= [ozone f 1-45, 


其 中 工 为 分 部 积分 所 得 的 边界 项 . 我 们 不 妨 设 边界 条 件 满足 


/ L-dS 20, 
Ox 


显然 有 
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A DB OF 
[ise | sone + | Foo (7.1.15) 


对 (7.1.15) 式 两 端 作 变 分 , 得 到 


那么 


$ С A ФК abs +ózA Kiz) = 08+ Í Óz ^ PE ts. (7.1.16) 
已 知 2B = 0 #l K = (VF)! — VF, Н K WEA (7.1.9), 所 以 上 式 
可 以 改写 为 

d 
ET nz ^ Kóz) — 0. (7.1.17) 


这 表示 辛 形式 Ок 沿 Birkhoff 系统 (7.1.13) 的 解 不 变 , 即 系统 (7.1.13) 
的 解 是 K(z,m, t)i. 

FE 7.1.1 定理 7.1.2 证 明 过 程 中 假设 的 边界 条 件 不 影响 方程 沿 时 
间 方 向 的 离散 方法 的 选择 , 因此 在 本 章 我 们 假设 这 样 的 边界 条 件 始 终 
存在 . 这 个 假设 可 保证 泛 函 的 变 分 梯度 的 变 分 导数 是 对 称 的 . 


87.2 K(x, t)-F PRU E AZ PR 


在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 只 依赖 于 自 变量 (x,t) 的 1+ 1 4E Brikhoff 
系统 的 Birkhoff 辛 结构 和 四 类 生成 泛 函 之 间 的 关系 . 下 面 我 们 假设 
Birkhoff 系统 的 解 z = (G, p) 在 初始 时 刻 to 的 值 为 z = (u, p). 

假设 K 是 只 依赖 于 自 变量 (x,t) 的 Birkhoff 辛 矩阵 , H K 可 以 
表示 为 分 块 矩阵 : 


> m 0 —A(z,t) 
K(z,t) = P х ) Y (7.2.1) 


因为 R 是 反对 称 的 , 所 以 A 是 对 称 和 矩阵, 对 应 的 Birkhoff 系统 则 可 
以 表示 为 
др 58 OF, 
= 
490 _ 8, ӘР, 
b 5g Ot 


(7.2.2) 
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БИШИ F = (ЕТ, ЕТ)Т 和 R 之 间 满足 下 面 的 关系 : 
go (7.2.3) 


H K 可 诱导 出 2- 形 式 

Ор = J óG ^ Aóf. (7.2.4) 
ЖЕ A(z t) 和 K (c, t) 在 初始 时 刻 to 分 别 为 4(z,to) 和 K(c, to). 
因为 (7.2.1) 式 中 的 K (0, t) 是 满足 条 件 (7.1.9) 的 非 退化 矩阵 ， 所 以 


Birkhoff 系统 (7.2.2) 的 解 ó, : (u, p) — (@,р) 是 一 个 K (x,t) west. 
注 7.2.1 HTH K 满足 条 件 (7.1.9), 我 们 可 以 通过 令 


来 构造 K. 向 量 函数 P 不 唯一 , 我 们 不 妨 这 样 选择 F: P. RES а, 
但 关于 契 是 线性 函数 ; Р KES р, 但 关于 ü X AMA. 


7.2.1 专 - 辛 结构 和 生成 泛 函 S 的 关系 


为 了 简便 ， 我 们 用 S(u,&,t) 表示 S(u, à, uz, Uz, fias, ш; “А st); 
用 S?(ü, p, t), S'(u,p, t), S (v, ш, t) 分 别 表示 


S! (u, f, Uz, Pz, Ure Pez; Бас ,t), S?(G, p, Gz, Pr, zz Рет, aes 0); 


S? (v, ш, Vz, Wr, Vee, Waz t). 
由 定义 7.1.4 知道 , 一 个 K- 辛 映射 ó, 一 定 保持 下 - 辛 结构 , 所 以 有 
O= fe M f ban Ар = f би ^ Аёр. (7.2.5) 


此 人 性质 等 价 于 
/ (68 ^ AO — Su A Alp) — 0. (7.2.6) 


这 意味 着 (7.2.6) 式 左 端 是 一 个 二 阶 变 分 , 所 以 有 下 面 的 结论 : 
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定理 7.2.1 给 定 映射 ó, : (up) — (à), 假设 存在 一 个 泛 函 
S(u,G,t), 4 48 


T ((Ag)T6& — (Ap)Tóu) = 6S(u, ü, t), (7.2.7) 


则 ó, 是 一 个 K-3 weh. 这 时 称 泛 函 S 为 辛 映射 ó, 的 生成 泛 函 . 
将 (7.2.7) 式 等 价 变形 为 


= АР, = —Ap. (7.2.8) 
对 (7.2.8) 式 中 的 第 二 个 关系 式 两 端 关于 t 求 偏 导 数 , 得 到 
д (6S 0uNT 525 
a (58) * (5) m= TER 


因为 注 7.1.1 所 候 设 的 边界 条 件 , 所 以 泛 函 $ 的 二 阶 变 分 导数 OS 


是 对 称 的 , 即 
Ps gs 
бӣбш  óuóu 


将 Birkhoff 方程 (7.2.2) 代入 等 式 (7.2.9), 得 到 


д (55 óE OF 2, 05 _ 
àt (2) n (# + =) AC Sa wane 


其 中 B = B(G,p,t), Fo = Fo(G,p,t). 由 (7.2.8) 式 中 的 第 一 个 关系 式 
知道 


PS -ôP 
бибй би 
又 因为 
625 = 62S 
óuóu бӣби’ 


所 以 (7.2.10) 式 等 价 变形 为 


ә (5S\ óB (OF,\" 6p _ 
я (5) + x + (2) — = 0. (7.2.11) 
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现在 我 们 构造 如 下 泛 函 : 
B= Í pr Odz. (7.2.12) 
tee 
BA B WE (2) BE бт (топ) 式 可 以 改写 为 
Sema oa 


根据 上 面 的 推导 , 我 们 得 出 以 下 定理 : 
定理 7.2.2 已 知 关 于 泛 函 S 的 偏 微分 方程 


as ы T Т 
9. GB) (aa и) =0 (7.2.14) 
满足 初始 条 件 
Eslu uto) + урб(и, u to) = 0, 
2 
如 果 S(u, à, 是 它 的 解 , BOS даши, 则 (7.2.8) 式 决定 的 映射 


ó : (u, p) к (G,) 是 Birkhoff 系统 (7.2.2) 的 解 . 这 时 称 方程 (7.2.14) 
为 生成 泛 函 S 的 广义 Hamilton-Jacobi 方程 (简称 H-J 方程 ). 
证 明 对 方程 (7.2.14) 两 端 关 于 求 变 分 导数 , 得 到 


(в) d (um z 0. (7.2.15) 
对 (7.2.8) 式 中 的 第 二 个 关系 式 两 端 关于 t 求 偏 导数 , 得 到 
Ж (sa) É ei EET (7.2.16) 
"m ó (0S д (65 
би (s) та (ж) ， 
所 以 上 式 变形 为 


ó (as aa\" &s 
sx) * (x) imm (бай) 
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8S 
因为 一 = 是 可 逆 的 , H 
óuóu 


op 4.908 
ju ^ бибӣ’ 
所 以 (7.2.17) 式 减 去 (7.2.15) 式 可 以 得 到 
298  9(B-B) 
A E (7.2.18) 


这 正 是 Birkhoff 系统 (7.2.2) 的 第 二 个 方程 . 
再 对 (7.2.8) 式 中 的 第 一 个 关系 式 两 端 关于 t 求 偏 导数 , 同时 对 方 

程 (7.2.14) 两 端 关于 走 求 变 分 导数 , 分 别 得 到 

д (6S 0üN 25 „Әр OA. 

5 (ж) а (S) s - 42 - 25 = 0， (7.2.19 

5 (AS\ 5B8+B) , (5(B+B)\" 2 18S _ 

mx) C + (MG) A aco Cm 

(7.2.20) 式 减 去 (7.2.19) 5X, 得 到 


-3P 64 (8+8) 
Aat P 38 (7.2.21 


H B BEL А 和 下 之 间 的 关系 知道 ,上 面 的 方程 等 价 于 Birkhoff 
系统 (7.2.2) 的 第 一 个 方程 . 


7.2.2 ”生成 泛 函 Sl, S? 和 S? 
因为 


[Apr ea + (дато) = в | (Ата, 
所 以 
Í ((Aa)" sp 4- (Ap)Tóu) = 8 ( f (Ag) das — Stu, ii, 0) . (72.22) 
假如 存在 另 一 个 泛 函 S! (и, p, t), 使 得 


Sl(u,D,t) = / (Ap)? (& — u)dz — S(u, ü,t), (7.2.23) 
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则 S* 必须 满足 条 件 
} (An) (CAD) ie) = $ ( y (Ag) uins ai, ©) ‚ (7.2.24) 


即 S: 有 如 下 变 分 梯度 函数 : 


651 2 óS! PS 
ЭБ = A(ü — и), Su —Ap + Ap. (7.2.25) 


除了 S'(u,p,t), 我 们 还 可 以 通过 
S*(ü,p,t) 和 S?((à--u)/2, (AP + Ap)/2,t) 
来 构造 Birkhoff 辛 映 射 ó, : (u,p) — (à, p). 并 且 对 任意 的 i = 1,2,3, 
34 S: = 0 Bf, ó, 收敛 到 恒 等 映 射 . 
引 理 7.2.1 假如 ó, : (u, p) — (à, p) 是 收敛 到 恒 等 映射 的 光滑 

映射 , 如 果 存 在 泛 函 Ци, B, 0, 使 得 

J ((Aa)" sp + (Ap)Tóu) = 5 ( / (âp uac} S'tu ®t) ‚ (7.2.26) 
或 者 存在 泛 函 S?(G, p, t), 使 得 

[ (Agi? 68-1 (Au) p= ( j (äp ais- баур, 0) ‚ (7.2.27) 
KA GEIL (v, w, t), 使 得 

2683 = | (јарар) — / (Ap – Ap)Té(ü--u), (7.2.28) 
其 中 

v=(@+u)/2, w=(Ap+t Ap)/2. 


则 ó, Ж 疏 - 辛 映射 . 这 时 称 Si (i = 1,2,3) 为 ó, 的 生成 泛 函 . 

证 明 前 面 已 经 推导 过 关系 式 (7.2.26), 所 以 我 们 在 这 里 只 证 明 关 
系 式 (7.2.27) 和 (7.2.28). 

因为 


(Ар)7ди = 5 /hpjrudz- | (Au) tp. 
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所 以 如 果 选 择 的 S? (a, р, t) 满足 
Í (Ap)Tüdz — S2(@,p,t) = / (Ар) ийг +S(u,G,t), (7.2.29) 


则 我 们 能 直接 从 关系 式 (7.2.27) 推出 (7.2.7) 式 . 此 时 , 由 定理 7.2.1 知 
ІН, 9, 是 臣 - 辛 映射 . 
我 们 把 (7.2.7) 式 改 写 为 下 面 的 形式 : 


5 ( / Гарач 25) 
= [ (ü — u)To(Ag + Ap) – / (Ар – Ap)'ó(ü + и), (7.2.30) 
那么 可 以 令 53(v,w,t) 满足 
28*(v,w,t) = | (Ap + Ap)" (@ — u)dx — 25(u,@,t), — (72.31) 
则 当 (7.2.28) 式 成 立时 , 有 (7.2.7) 式 成 立 . 由 定理 7.2.1 知道 , 此 时 内 
是 Kx. n 
7.2.3 ”生成 泛 函 S1,S2 MS? 的 H-J 方程 
我 们 对 (7.2.23) 式 两 端 关于 t 求 偏 导数 , 得 到 
д5! Әр ү 55! ， 
eL) ape 
ANE Е 
i (SP) (& — 9)4 (Ape Jas 
as Oa\ às 
TET ! (2) 559 


将 S! (u, p, t) 的 变 分 梯度 函数 (7.2.25) RAER, 得 到 


1 P 
25 (Z) (6 — u)àz 25 j (7.2.32) 
(7.2.25) 式 中 的 第 一 个 关系 式 也 可 以 改写 为 
arri E, (7.2.33) 


бр 
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将 (7.2.32) 式 和 (7.2.33) RIRA S(u, à, t) 的 H-J 2778 (7.2.14), 则 能 
得 到 S! (u, p, t) 的 H-J 方程 , 所 以 我 们 给 出 下 面 的 定理 . 

定理 7.2.3 КИФ AUGE S'(u,p,t) 是 满足 初始 条 件 5S1(w, p. to) 
=0% H-J 方程 


a T 
1 fe 1 ES " 1 
д5 J (°) A335 dn + (B+B) (a+ ane P.t) 


“Ot” дї op op’ 
` (7.2.34) 
的 解 ， 如 果 是 可 逆 的 ,那么 (7.2.25) 式 决定 的 映射 y : (u, p) > 
(@, P) X Birkhoff 系统 (7.2.2) 的 解 . 
证 明 为 了 简便 , S H= (B + B). 对 (7.2.25) 式 中 的 第 二 个 关系 
式 两 端 关 于 t 求 偏 导数 , 再 变形 整理 , 得 到 


о (=) 29р OA. SS op 


gie д * Ət P T бёрби дї 
6251 ~_ -0p oA. 
= (=, lj г) АЗЕ +p. (7.2.35) 
再 对 方程 (7.2.34) 两 端 关于 求 变 分 偏 导数 , 得 到 
SA ôH 
би ( 8t ) "RS | дї 2 (F534 +1) e MS 
(7.2.35) 式 加 上 (7.2.36) 式 , 变形 整理 , 得 到 


bgt A Q0p 0A. ôH 
0- c : 1) (22 +P ma): (7.2.37) 


对 (7.2.25) 式 中 的 第 一 个 关系 式 关 于 u 求 变 分 偏 导数 , 得 到 


= А58 - À. (7.2.38) 


将 上 式 代入 (тот) st, 再 利用 E ора, 则 (7.2.97) 式 可 改写 为 


о= ДО. Men, NE 


ma ue (7.2.39) 
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将 (7.2.3) 式 和 (7.2.12) RRA ER, 则 上 式 等 价 变形 为 Birkhof 系统 
(7.2.2) 的 第 一 个 方程 . 

我 们 也 可 以 通过 和 上 面 类 似 的 过 程 由 (7.2.25) 式 推出 Birkhoff A 
统 (7.2.2) 的 第 二 个 方程 : 首先 , 对 (7.2.25) 式 中 的 第 一 个 关系 式 两 端 
关于 t 求 偏 导数 , 再 对 (7.2.34) 式 两 端 关于 р oKAEA Н; 然后 , 消 


掉 c 2 再 利用 Birkhoff 系统 (7.2.2) 的 第 一 个 方程 就 可 推出 它 


的 第 二 个 方程 . 这 说 明生 成 泛 函 S! (u, p, t) 生成 的 映射 o, 是 Birkhoff 
系统 的 解 . 

下 面 我 们 讨论 生成 泛 函 S? (à, p, 1) 和 S3(v, ш, ё) 对 应 的 H-J 7; fe. 
对 (7.2.29) 式 两 端 关于 t 求 偏 导数 , 得 到 


x 880 9 аә „эв, | y s 
[ar Gee дї a) uw mum Sdr. 


(7.2.40) 
又 由 (7.2.27) 式 得 到 S?(G, p, t) 的 变 分 偏 导数 : 
2 ш 2 
5 Ap + Ap, p: A(& — u). 7.2.41) 
将 (7.2.41) 式 中 的 第 一 个 关系 式 代 入 (7.2.40) sh, 得 到 
952 os 
ES = OE: 7.2.42) 
同时 (7.2.41) 式 意 味 着 
2 
pA (ар _ =) ] 7.2.43) 


将 (7.2.42) SRAM (7.2.43) 式 代 入 (7.2.14) 式 就 可 得 到 S2(G, p, t) 的 H-J 
方程 . 所 以 有 下 面 的 定理 : 
定理 7.2.4 假设 生成 泛 函 S2(G,p,t) 是 H-J 方程 


= = (B+B) (s LAC (ар - =) D (7.2.44) 


HM, 并 且 满 足 初 始 条 件 S(ü pto) = 0. deX E: 是 可 逆 的 ， 则 
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(7.2.41) 式 决定 的 映射 ó, : (u, p) — (ü,p) Ж Birkhoff 系统 (7.2.2) 
的 解 . 

以 上 定理 的 证 明和 定理 7.2.3 的 证 明 过 程 是 类 似 的 , 这 里 从 略 . 

注 7.2.2 尽管 S?(ü,p,t) 的 HI 方程 形式 比 S'(u,p,t) 的 H-J 
方程 形式 紧凑 , 但 是 Sa, p.t) 和 S2(G,p,t) 在 构造 保 结构 数值 格式 
方面 同样 有 效 . 

为 了 得 到 S3(v,w,t) 的 H-J 方程 , 对 (7.2.31) 式 两 端 关 于 t 求 偏 
导数 并 整理 变形 为 


e f (2ш) Sans [ (2) Sas 
Hh) G jJ (dt) $ 


[f9wN a 198 
=/ (Z) а-а) |w a 


-f (2) 55а. = 85. (7.2.45) 
又 由 (7.2.30) 式 和 (7.2.31) 式 得 到 S3(v, ш, t) 的 变 分 偏 导数 
=@-и, = = Ар – Ар. (7.2.46) 
方程 组 (7.2.46) 等 价 于 
us Ta $—À (o- 15) (7.2.47) 


将 变 分 偏 导数 (7.2.46) 代入 (7.2.45) 式 , 得 到 
953 стой ORN\ óS as 
Ot nto nce i » 


因为 55 = Др, 所 以 由 上 面 的 等 式 推出 


将 这 个 关系 式 和 (7.2.47) RARA H-J 方程 (7.2.14), 得 到 S3(v, w, t) 的 
H-J 方程 . 因此 有 下 面 的 定理 : 


182 A&E ARH Birkhoff 系统 和 生成 泛 函 方法 


定理 7.2.5 假设 S?(v,w,t) 是 H-J 方程 
3 S 3 
E mt o (оо (w- 35) ) (7.2.48) 


的 解 , 并 且 满 足 初 始 条 件 S3(u,tp;t 如 ) = 0. eo RHEE 


"S 62S3 
2óvów 


7.2.49 
1 625% ( ) 


EE 
At ifs, Д] (7.2.46) XE ARH ó, : (u, p) — (G,) Ж Birkhoff Ж 
统 (7.2.2) 的 解 . 
证 明 对 (7.2.46) 式 中 的 第 二 个 关系 式 两 端 关 于 t 求 偏 导数 , 得 
到 
д 653 1 0253 (Ар) 1025300  O(Ap) 


Ot буо 2бӧшбо дї 2б? Ot 2 
同时 , 对 (7.2.48) 式 两 端 关 于 v 求 变 分 偏 导数 , 得 到 


ó (0S5 1 5253 ү н 16288 2169 
而 (m) = (r+ 555) Mm one a А 


(7.2.50) 


(7.2.50) 式 与 (7.2.51) 式 相 加 , 得 到 


162S3\ (9(Ар) , 9HY _ 16263 (. ôH да 
Grell at 5а) 25v (4 8p x) 


(7.2.52) 


因为 矩阵 (7.2.49) 是 可 逆 的 , 所 以 由 上 式 推出 


Ə(Ap) ‚5+ 


2 40H дй 
4-1 
дї óG 


ép at 


再 由 (7.2.3) RA (7.2.12) 式 知道 , 上 面 的 方程 组 等 价 于 Birkhoff 系统 
(7.2.2). 


0, 0. 
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7.2.4 一 类 特殊 生成 泛 函 51 的 H-J 方程 


如 果 上 一 小 节 的 矩阵 A 可 以 这 样 分 解 : A = Му. M> = M>. Mi, 
М, 和 M; 在 初始 时 刻 to 分 别 为 Mi 和 Mo, 那么 我 们 可 以 构造 一 个 
泛 函 Siw, w, t), 使 得 


1s = Mop — Mif, = = Miü - Miu, (7.2.53) 
其 中 
v = (М\й + Miu)/2, w = (Mop + Mop)/2. (7.2.54) 
因此 
并 且 有 


264\T a 204\T _ 
p le мүт ее M; T 
РЗ 2óvów 2 бу? 7.2.56 
Е 1825447 — pos Poco T P 
zu) dM P< S ==} MIT 
2 bw? 2 6w6v 
定理 7.2.6 假设 S4(v,w,t) 是 H-J 方程 


4 Se 4 a 4 
5 = (B+B) (sz (+ ix) Mj! (v - ж )) (7.2.57) 


的 解 , 并 且 满足 初始 条 件 54(v,w,to) = 0, XP B X de T iE А: 


| OF, — ӘМ \ x [ dF: gna 
Ba - (a = 2 2A 2 lg 2 
7.2. 


ôt ôt 


s 
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且 万 有 变 分 偏 导数 
pn ~ ~ 
8B (OF, —0Ma3.0E 一 Di 
= = СЕ a P pi + Me 2) (7.2.59) 


to REE (7.2.56) Æ v if 8j, 则 (7.2.53) 式 决 定 的 映射 ó, : (u,p) > 
(&,p) Ж Birkhoff #¥ (7.2.2) 的 解 . 
证 明 对 方程 (7.2.57) 两 端 关于 v, w 求 变 分 偏 导 数 , 得 到 


wm Т» 
du \ Ot E бъ бъ óG 
x) ~ | (6a\" үрү" | | 6(B+B) (8 
бш \ Ot (2) (£) op 
再 对 (7.2.53) 式 中 的 两 个 关系 式 两 端 关于 t 求 偏 导数 , 得 到 
8 [865% 
RW 
8 {655 
IA 
1 6254 > as 1525“ pc 
Д (t+ 55a) м; (55) M, 
Е 159854 T = n 151947 = 
Са) Mi (1-5) м, 
— G dp — ӘМ. 
былан on at p | Хе 
Mi + nma 
对 比 (7.2.61) RAN (7.2.60) 式 , 再 利用 (7.2.56) sh, 我 们 得 到 
= cB. 0M 6(B+B 
-iA _ с?р er ) 
fes ait MEC | (7.2.62 
MM + М» ər ü Se 
这 正 是 Birkhoff AYE (7.2.2). 


注 7.2.3 # Mı = Ms = M, 则 可 以 选择 w = (Мр Mp)/2 和 
v = (Mü+ Mu)/2 WAZA S4(v,w,t) HEF. HH, B=0, 并 且 基 
于 这 样 的 S4(v,w,t) 构造 的 数值 格式 是 对 称 的 . 
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在 本 节 中 , 我 们 将 以 Birkhof 系统 (7.1.1) 为 例 说 明 如 何 基 于 生成 
泛 函 构 造 保 Birkhoff 辛 结构 的 数值 算法 . AA Birkhoff 辛 结构 和 经 典 
Hamilton 辛 结构 的 不 同 , Hamilton 辛 结构 是 J- 辛 结构 , 而 Birkhoff F 
结构 是 K(z,z,t)- 辛 结构 , 前 者 是 唯一 的 , 后 者 因为 K(z,z,t) 不 同 而 
不 同 , 所 以 很 难 给 出 一 个 系统 的 、 适 用 于 所 有 Birkhoff 系统 的 构造 数 
值 格式 的 方法 . 但 是 , 因为 我 们 在 上 一 节 已 经 详细 讨论 了 生成 泛 函 和 
一 般 Birkhoff 辛 结构 的 关系 , 所 以 只 要 掌握 了 本 节 的 方法 , 就 可 以 很 容 


易 地 把 这 个 方法 推广 应 用 到 其 他 Birkhoff 系统 . 


对 于 Birkhoff 系统 (7.1.1), 有 A = eX. 不 妨 令 初始 时 刻 为 如 = 0, 


则 对 应 有 


XM РА H, p, t) = B+ B ON 
H= 50 if [a + o(@2 + 92) + f?] av, 

其 中 V 代表 (т, у) 空间 区 域 , B 和 B 4334 

B= 56“ Í [a? + c(ü2 + 02) + p? + лар] ау, 

v 

t 1 Fon 

B= -io T Assay. 
7.3.1 BF S? 的 半 离 散 数值 格式 

H-J 方程 (7.2.44) 在 本 例 中 具体 表示 为 


952 1 = = ы 
= i], Ё (@ + c(a2 + 12)) 


2 2\ 2 
+o G age (=) ) ew 
óG óG 


(7.3.1) 


(7.3.2) 


(7.3.3) 


(7.3.4) 
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我 们 假设 上 面 的 方程 有 如 下 级 数 形式 的 解 : 
S? (i, p,t) = tGi(@, p) + t?G2(ü, p) + Gs (G, p) 二， (7.3.5) 


其 中 Gili = 1,2,---) ABZ PR. 把 这 个 形式 解 代入 方程 (73.4), 两 端 
都 整理 成 t 的 级 数 形式 .下面 列 出 方程 右 端的 不 同 次 数 项 系数 , 我 们 


用 表示 E 
ar (8? + c(u2 + 02) + p?]dV, 


б: ГАС @ + с(@2 + 02) — p?) — 2р9] ау, 


ME 
ess 
1 
‚Жы 
e [5 


—AGf + 2Ó09; 一 xog av, 


(à? 4- с(а2 +) + р?) + GP — 2р9, + 2Ар0, | dV, 


(@ + c(u2 2 +02) 一 р?) + 20195 — 2p95 


方程 (7.3.4) 两 端 同类 项 的 系数 相等 , 由 此 得 到 


^d zl + c(ü2 + 42) + p?]dV, 


MU [А(0° + є(@ + 47) — р?) — 2p(& — с(й.. + à,,))]aV, 
ПЕЕ T + c(@ + 12) ) +p?) + (G — c(G,, + Dyy))? 


pin 一 (tre + üyy)) +p ‘Jay, 


FAM ERAT WER Sa, p.t). 的 任意 阶 项 系数 9;. 我 们 取 
S2(G,p,t) 的 2 阶 截断 近似 : 


S? (ü, p,t) ~ tGi (G, p) + f? G»(ü, p). (7.3.6) 
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这 是 HJ 方 程 (7.3.4) 的 一 个 近似 解 , 所 以 它 决定 的 映射 是 Birkhoff Ж 
统 (7.1.1) 的 一 个 近似 解 . 具体 做 法 为 : 将 (7.3.6) 式 代入 方程 组 (7.2.41)， 
得 到 
2 2 
HEAT ge, +0,,)) — — (p— (р + Pyy)) = p — ё, 
а 2 (7.3.7) 
рр NE ЧЫ ШУ ya P. = 
2 也 一 > (ü — (бш Ty) = G — и. 
这 就 是 Birkhof 系统 (7.1.1) 的 一 个 时 间 离 散 而 空间 连续 的 半 离 散 形 
式 . 
定理 7.3.1 半 离 散 方程 组 (7.3.7) 所 确定 的 半 离 散 格式 保持 


Birkhoff 辛 结构 ep ba, 且 在 时 间 方向 是 2 阶 精度 . 
v 


证 明 将 方程 组 (7.3.7) 中 两 方程 的 两 端 乘 以 ба, 再 关于 空间 区 域 
积分 , 得 


J © elias tin) оар) ж 
= ү (p — e"$) бй, (7.38) 
f, E» $a- +a = еә 


对 方程 组 (7.3.8) 中 两 方程 的 两 端 变 分 , 整理 得 到 


/ еМврл бё = | LEAF ie рл 
У v 2 
2 2 t? = 
К J Sas + Pyy) A6ü+ T Sip A da (73.9) 
和 
2+2 » di^ o = 

/, бр Л ĝu = j — OPA 6@ + [ 73 ss +®@у) Лӧр. (7.3.10) 

利用 注 7.1.1 所 假设 的 边界 条 件 , 我 们 得 到 


/ 5 (Gea + ©) Ada = - | (60, A бй, + бй, A Sy) =0 (7.3.11) 
v v 
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和 


Sin + E A ipee 1 АЗА, (7.3.12) 
Vv v 


(7.3.10) 式 减 去 (7.3.9) zÇ, 同时 利用 (7.3.11) RAI (7.3.12) 式 , 得 到 
| eM SpA бй = Í p Adi: (7.3.13) 
v v 


即 格式 (7.3.8) 保持 辛 结构 £ Op A бй. 


下 面 我 们 证 明 格 式 是 2 阶 精度 的 . 为 了 简便 起 见 , > 202) 和 2 
分 别 表示 Zea + Zyy 和 zzzzz + Zyyyy, 其 中 z JE u MH p. 方程 (7.1.1) 
的 精确 解 可 以 展开 为 下 面 的 级 数 形式 : 


2 
a=uttp+5 | (и — cu?) — dp] 


КЕ [Xu cu) — (p— ep) + Xp] + ot), 


p=ptt[—(u—cu) — Ap] + P (u — си) — (p — cp) + 25] 
+Ë- X) (u — eu) + 2(p — p) 


—c(u — cu) — Ар] + o(t). 


而 半 离 散 方 程 组 (7.3.7) 有 下 面 的 级 数 形式 解 : 


е) 


2 3 
ира S[-(u— cu) — Ap] 5 (p 9) + o(Ë), 


pt[- (0009) — эр] + Ë [X(u — cu) — (p— ep) + X 


3 
+ [Blu — eu) + 3X(p — ep) — 8e(u® — cu®) — Xp] + oft). 


З) 


对 比 上 面 两 组 级 数 形式 解 的 系数 , 可 以 看 出 格式 (7.3.7) 在 时 间 方 向 具 
有 2 阶 精度 . 
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7.3.2 基于 S? 的 半 离 散 数值 格式 
在 此 例 中 , 泛 函 53(v,w,t) 的 H-J 方程 (7.2.47) 具体 为 


as? 1 MIZ2 212 u 055 T а 
= е Н mur "wi eh 


(7.3.14) 
其 中 
653 1 (683? 
= . | wa, Esa = > 
v eei ) i 
2-44 55% sË 65% Е 
Uz = Uz + Uz JU rm ] 


同样 , 假设 S*(v, ш, t) 有 级 数 形式 


S3(v,w,t) = tG (v, w) + Golv, ш) + 93(0,ш) +, 


用 Gio 和 Giu 分 别 表示 20: 和 20: 将 上 述 级 数 解 代入 方程 (7.3.14)， 


得 到 方程 右 端 各 次 数 项 系数 为 

1 

t: ji [v? + с(02 + v2) + w?]av, 
2 
+A(v? $ c(v2 + v?) = ш?) = шб\] dV, 
1 22 

is 2 £ [Fe + c(v2 T v?) +w?) 
+A(VGiw + €(VeGiwe + VyGiwy) + шб) 
+(vGaw + c(vaG2uz + VyGawy) — Gav) 


+ (б + ¢(Giwe + Giwy) + |, 


1 
Ü: i/ [001 + cuz Cus + cuy9iuy 
v 
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和 (7.3.14) 式 左 端 同类 项 比较 系数 , 得 到 


1 
© =s Í [v? + с(02 + v2) + w?]av, 


Ga =; / (ae? + ele +08) - wav, 


将 截断 形式 S? = tg, + t2g; 代入 方程 组 (7.2.46), 整理 得 到 半 离 散 格 
X 
2t — At? 人 2t + At? 
2 u-u, 
该 格式 有 如 下 级 数 展开 式 : 
ü= u- tp Ë [- (u- i9) — 27] 


# r ЗА 3 ЗА? 
s| x cu?) s cp?) Sr] «9. 


(v — e(vzz + vyy)) = p — ep. (7.3.15) 


2 
P=p+t|- (и cu) — dp] + 5 [X (u — eu?) — (p — ep) + 0] 
3c 


3 
E [oce emo cp?) 
和 精确 解 的 级 数 形式 作对 比 , 显示 该 格式 在 时 间 方向 上 为 2 阶 精度 . 
定理 7.9.2 ， 半 离散 格式 (7.3.15) 保持 Birkhoff 辛 结构 Јела, 
v 


且 在 时 间 方 向 上 具有 2 阶 精度 . 
定理 的 证 明 过 程 类 似 于 定理 7.3.1 的 证 明 , 从 略 . 


7.3.3 基于 54 的 半 离 散 数值 格式 
A(t) = e* 可 以 分 解 为 e% .e 兰 . 令 wu 分 别 为 St 的 变量 : 
о= (ее и)/2, w= (ерер) /2, 
则 对 应 的 H-J 方程 为 


oS" = BH) = е“ 人 [a? + c(a2 +82) + 7 + Xüp]dV, (7.3.16) 
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人 
9—25)’ 25v] 


假设 S* (v, ш, t) 的 级 数 展 开 式 为 


其 中 


З 
° 


S*(v,w,t) = #01 + 205 +G +, 
B 的 级 数 形式 为 


B = Bo(v, w) + tBi(v, ш) + t?Bo(v,w) +, (7.3.17) 


Bo = ; Í [v? + c (v2 + 02) + w? + Avu] dV, 
v 
1 
B=3 | [oor + сбб + оуб) -ug 一生 (go — ww) av, 
v 


1 
в = 5 [Ga + €(veGaws + бубу) ~ Wav — А; (б — wow) tV 
v 


2 
+ » (Giu + c (б + б) + Giu — Miis] dV, 
V 


取 5* 的 2 阶 截断 近似 : 


S* = t@ +120, 


其 对 应 系数 为 
G= ; Í [v? + с(02 + 02) +w? + dou] av, Go = 0, (7.3.18) 
2 Ју 


将 54 的 截断 形式 代入 方程 组 (7.2.53), 得 到 半 离 散 格式 
[e? @+u—c(e? ter + uzz + eYü + Uyy)] 


(e? p+p) = p-— e° p, (7.3.19) 
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该 格式 有 如 下 级 数 展开 式 : 
2 
i=u+tp4 s (u — cu?) — Ар 
8 [АЗ 9A 3 15A? 
5 [ist 699) + 50-9) - У est 
2 
P=p+t|- (u— си) — rp] + +5 A(u — cu) — (p — ep) + Xp] 
nai 12 一 э +5 
É [23 cu) + 9 (s — ep) 
3 
-Eu - ot + (£9). 


定理 7.3.3 + BRAK (7.3.19) 保持 Birkhoff #2574 / epas, 
v 
且 在 时 间 方 向 为 2 阶 精 度 . 
同样 , 定理 的 证 明 类 似 于 定理 7.3.1 的 证 明 , 从 略 . 


§7.4 数值 实验 


本 节 将 以 二 维 声波 方程 为 例 , 对 比 无 限 维 Birkhof 算法 和 一 般 算 
法 的 优 劣 . 


7.4.1 声波 方程 


我 们 对 声波 方程 (7.1.1) 的 无 限 维 Birkhoff 形式 (7.1.3) 进行 离散 : 
首先 时 间 方 向 分 别 采用 Birkhoff 算法 (7.3.7), (7.3.15) 和 (7.3.19) 离散 ， 
然后 在 空间 方向 一 律 采用 中 点 格式 离散 . 这 样 得 到 的 三 个 全 离散 格式 
分 别 记 为 52, S3 和 S4. 我 们 称 这 三 个 格式 为 Birkhoff 辛 格式 . 

另外 , 我 们 在 时 间 和 空间 均 采用 中 点 格式 离散 , 得 到 一 个 全 离散 格 
式 . 我 们 知道 这 种 格式 是 Hamilton 辛 格式 , 同时 还 是 多 辛 格式 , 我 们 
用 “Hamiltonian” 记 这 个 格式 . 

用 n 表示 时 间 节 点 , (7, К) 表示 空间 节点 , т 表示 时 间 步 长 , jz 和 
hy 分 别 表示 z 和 у 方向 的 步 长 . 

ERZES Birkhoff FHAA Hamiltonian 格式 表示 如 下 : 
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S2 格式 : 
аш?! — u (ur, + atti.) 一 A (и +!) 
= жы, + шўр 
e y = аір? (v Е e E ис) un (7.4.1) 
т y 
+ (theca) ~ Fe h +u), 
其 中 
mı = De а = mE + AE bi = — 
S3 格式 : 
ank! — Fa (iia + tia) – Fa (О +t) 


m2 m2 

n n n n n n 

= in — бшк + Fz С =f ҹа) 2i ICT tuba), 
ы y 


(7.4.2) 
其 中 
27 十 Xr2 iss 16 + 47? — À2⁄4 4 2те ‚ 2m 
ШЕ eae MCA 
—16+47?—d?74 тә 2m3 m3 2m2 2m2 
С ОЗЕ AT тар Da ug e Л Eon 
ao ae ae ЛА ТГ ЫТЫ. uyo 
S4 格式 : 
ase F unt! 一 et (uh. E ut.) = ает (us. * isi) 
= y 
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м 4 Ar т 
epp е aep - те (ute +5) 
2 
ma 
— (with н) (7.4.3) 
У 


4— Ат 4 ma 
TOP T Ex LE » a (n uaa) 


Ms (on n 
E (usa +ujk-i)|° 
y 


其 中 
nS a oes 16 +47? — Vr? _ 2ms | 2ms 
aeri. ME e re 12 7a’ 
pa cee 4 2-8X | 2ms 2m» qut 2m3 2ma 
8T h2 h2 б> hà h2 


Hamiltonian 格式 : 
n+1 _ M4 wt n+l ma unt 
мук - Fx (opt + up "EE (th + ot 3 
у 
ma 
= n n n n n 
—2p$y bu. 2 = (u ula ut ax) + LAC + ubi), 
у 


2 ma ma 
n+l utt. n+l n+l n+l 
Pik TIF yr [ui jk RE ma (а а) – A Ta (wits tutt )] 


_ 2-Ar 2 таү n 
IFAI IFN [ae 712 (rae twas) 
Alin n 
HR e tua 1. (7.4.4) 
AÇ ) 
其 中 
E E _ +r +2 2m, ,2m4 
"gei asi Oe № 7° 
т2 — Ат —2 2m4 2m4 T. т 2л 
ba a ГАО m “or М 
取 方 程 的 初始 值 为 


u(0, x,y) = sin(w(z + y)), 
tu (0, £, y) = 2x f cos(w(z + y)) 一 à sin(w(z + y)), 
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且 满足 
си? — (2xf)2 + 1— x =0, 


其 中 Ve ERR, S 表示 频率 . 这 个 初 值 问 题 有 精确 解 


u(t, x, y) = exp (-5) sin(w(z + y) + 2x ft). (7.4.5) 
数值 解 的 相对 误差 定义 如 下 : 
1 Fok 
ert(tn) = | -ye uh -ulm zov |, 


Dull 


j=1 k=1 

其 中 J 和 K 分 别 表示 沿 z 方向 和 方向 的 总 节点 数 . 

本 数值 实验 的 空间 区 域 取 为 矩形 域 [一 3, 5] x [-3,3] ,时 间 长 
为 An, 空间 步 长 取 z = hs = hy = „т, 波 速 和 频率 始终 取 为 e = 200 
和 f = 5, 耗 散 常数 X 依次 取 为 0.1, 0.5, 1.0 和 2.0. 耗 散 系数 不 同 , 格 
式 展现 不 同 的 计算 效果 . 

图 7.4.1 一 7.4.4 比较 了 四 个 格式 在 不 同 耗 散 系数 时 的 误差 . Hamil- 
tonian 格式 (7.4.4) 是 辛 格式 和 多 辛 格式 , 而 耗 散 系数 越 小 , Birkhof £ 


10 
t 
图 7.4.1 入 = 0.1 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 
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统 越 接近 一 个 Hamilton 系统 . 所 以 , 对 于 相对 较 小 的 X, Hamiltonian 
格式 表现 得 几乎 和 所 有 Birkhoff 格式 一 样 好 ; 而 对 于 较 大 的 А, 比如 
入 = 1.0 和 À = 2.0, Birkhoff 辛 格式 尤其 是 52 格式 和 54 格式 的 优势 
明显 , 而 Hamiltonian 格式 始终 是 最 差 的 格式 . 


-> Hamiltonian) ` I 


А Д 


фу, 


图 7.4.3 入 = 1 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 
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图 7.4.4 入 = 2 时 不 同 差分 格式 的 误差 比较 


7.4.2 TE Maxwell 方程 


本 小 节 我 们 用 Birkhof 算法 模拟 带 耗 散 的 电磁 场 方程 


2 
Ot € 

ән 1 (7.4.6) 

— +—V x E+o2H = 0, 

Ot pu 


其 中 H = (Hi H2, H3)! 和 E = (Ei, Ez, Ез)” 分 别 为 磁场 和 电场 强 
BE, 它们 都 是 关于 (zx,y, z,t) 的 向 量 函 数 , и 为 介 磁 常数 , є 为 介 电 常数 ， 
c 


o1= 2, 02= zu 而 c 和 om 分 别 为 电导 率 和 磁 导 率 . 
电磁 场 方程 (7.4.6) 有 无 限 维 Birkhof 形式 


my = óB(Z,z,u,z,t) + 202.200), (7.4.7) 


其 中 Z = (HT, ET)T, M(t) = «e ( £ pos ре ся 
1зхз 0 


198 ”第 七 章 无 限 维 Birkhoff 系统 和 生成 泛 函 方法 


F= зене) ЕТ, 一 HT)T, Birkhoff Z RX 
B= eio (A [te n- is vsn 
(2,0,2) 2 2= 


E -MX E) dzdydz. (7.4.8) 


如 果 o) = oa = б, 则 电磁 场 方程 有 一 个 二 次 局 部 能 量 守恒 律 ; 

д 

at 

如 果 电 磁场 方程 满足 周期 边界 条 件 , 那么 方程 有 如 下 整体 能 量 守 
а: 


ањ 
ағ 


|: (218° + 710] + еу. (E x Н) — 0. (7.4.9) 


a. Hie / e"'(eEP + u|H|?)dzdydz. (7.410) 
(2,0,2) 


这 个 守恒 律 的 物理 意义 是 电磁 场 的 Poynting 能 量 随 时 间 指 数 衰减 . 
本 数值 实验 具体 是 模拟 下 面 的 TE Maxwell 方程 : 


Bee by Р 

OE; 10Hs 

ete 7986 Pant 
8H, _ 1 (0E, BEN к 

ot и \ dy Ox ae 


时 间 方 向 采用 54 格式 离散 , 空间 方向 采用 中 点 格式 离散 , 得 到 格式 


91 — 02 


> R R,R Eb... 
01 — 02 
2 


= 1 se == 
RB Hb у = 7 (BRR EE, , – Ə;R,R,Eb,,) 


РЕ ds Sas 
.Rs Ry Bt; = = OR RoHS; - 


= T 
D, R RES, = —0, R,R,HS,, — 


RRRQES;, (7.4.12) 


TY RRR HS, 
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格式 中 的 差分 算 子 为 

8,95, = (Wry - 05). As =F (Ayes - Ms): 

в.о, = (9+9), һ9,= (+a) (7413) 
At, = 19 (gin - qh), RQ, = 1 ber (ок + qh). 
离散 的 局 部 能 量 守 便 律 为 


1 
58, [є(1ВьВ„Е}, |? + |R,R,Eb, P) + в. RBS] 
+ô, (RR HS, RiR ES) — 0, (ReRe H$, j ReRe Bk;) =0, 


(7.4.14) 
整体 能 量 守恒 律 为 
$75. [e([Re Ry Bh, | + R-RE} |?) + а.н) = 
2 (7.4.15) 


作为 对 比 , 我 们 也 用 指数 FDTD 方法 [Ber94 模拟 TE Maxwell 7 
FE, 其 中 空间 区 域 为 [0, 1] x [0, 1], 时 间 长 为 20, 步 长 取 + = 0.02, h, = 
hy = 0.1. 图 7.4.5 和 图 7.4.6 显示 局 部 能 量 守 恒 律 (7.4.9) 和 整体 能 量 


10715 104; +=. 
10716 
1075 
1017 
E 195 b^ 106 
10719 | 
t 
io” 10 
ы) раар, 108—1 
0 2 4 6 8 101214 16 18 20 0 2 4 6 8101214 16 18 20 
(a) Birkhoff 91 (b) FDTD 方法 


图 7.45 局 部 能 量 守恒 律 的 误差 比较 (7 = 0.02) 
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守恒 律 (7.4.10) 的 误差 限于 机 器 误差 , 所 以 数值 实验 结果 验证 了 格式 
(7.4.12) 保持 局 部 能 量 守恒 律 (7.4.14) 和 整体 能 量 守恒 律 (7.4.15). 


10! 


10? 

103 
W 104 
mK 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Уг 2 4 6 8 101214161820 
t 


MW01] 


MarRat99] 


Агп89] 


FW91] 


FQ09J 


MPS98] 


Bri97] 


t 
(a) Birkhoff 算法 (b) FDTD Jii 


图 7.4.6 整体 能 量 守恒 律 的 误差 比较 (7 = 0.02) 
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电磁 场 理论 在 许多 现代 科技 中 有 很 重要 的 应 用 . Maxwell 方程 作为 
对 电磁 场 活动 的 完整 描述 , 体现 着 不 可 替代 的 作用 , 对 于 它 的 研究 从 来 
就 没有 冷落 过 . 关于 电磁 场 方程 的 数值 求解 方法 , 最 常用 的 是 YeelYee69] 
于 1966 年 提出 的 时 域 有 限 差分 方法 (FDTD 方法 ). 文献 [Yee66] 以 Yee 
元 胞 (cell) 为 空间 电磁 场 离散 单元 , 将 Maxwell 方程 转化 为 差分 方程 ， 
给 出 了 处 在 一 个 四 边 都 是 绝缘 体 的 长 方形 中 的 电磁 波 的 传播 和 反射 的 
数值 模拟 . FDTD 方法 自 提出 之 后 在 工程 电磁 学 等 领域 备 受 重视 , 获 
得 了 广泛 的 应 用 和 发 展 , 可 以 说 后 来 很 多 关于 电磁 场 方程 的 数值 计算 
研究 工作 , 都 是 针对 不 同 的 情况 对 Yee 的 数值 通 近 的 改进 . 早期 的 有 
关 电 磁场 FDTD 方法 的 文献 都 可 在 文献 [Taflove05] 中 找到 . 另外 , 也 
有 很 多 学 者 研究 电磁 流 的 场 论 和 几何 背景 , 以 掌握 电磁 场 的 内 在 特性 ， 
从 而 找到 能 够 保持 它 的 某 些 特性 的 数值 逼近 , 即 保 结构 算法 . 

Maxwell 方程 的 保 结 构 算法 主要 有 辛 算法 和 多 辛 算法 ,这 两 种 算 
法 都 是 基于 方程 的 辛 形式 和 多 辛 形式 离散 而 来 的 . 我 们 在 文献 [SQ03， 
5007] 中 首次 详细 讨论 了 电磁 场 方程 的 多 辛 结构 , 基于 这 些 多 辛 结构 
的 电磁 场 方程 , 辛 和 多 辛 算法 散 见 于 近年 的 一 些 文献 [SQ07, KH07, 
SunT11, CWS13], 这 里 我 们 不 一 一 列举 . 

我 们 在 这 一 章 主 要 讨论 不 同 物理 环境 中 的 Maxwell 方程 的 对 称 性 
和 多 辛 形式 , 使 读者 能 清晰 理解 和 掌握 Maxwell 方程 的 多 辛 结构 , 并 
能 基于 这 些 结构 构造 保 结构 算法 . 


881 ”电磁 场 方程 的 一 阶 Lagrange 形式 
在 工程 和 数学 物理 中 , 我 们 需要 解决 许多 描述 集 方程 . 描述 集 是 


指 用 方程 的 变化 和 方程 的 构造 以 及 初 边 值 条 件 等 来 描述 方程 . 而 被 描 
述 的 方程 往往 并 非 微分 方程 的 形式 , 有 时 这 就 给 数学 工具 的 使 用 带 来 
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麻烦 . 根据 某 个 泛 函 , 可 以 提供 描述 集 的 蔡 代 公式 , 这 一 过 程 称 为 变 分 
过 程 . 变 分 过 程 往往 产生 多 个 Euler-Lagrange 方程 和 不 同 的 初 边 值 条 
件 , 如 果 它 们 和 描述 集 匹配 ， 则 寻找 泛 函 问题 的 不 动 点 提供 了 所 研究 
的 物理 问题 的 替代 描述 . 给 出 一 个 微分 方程 , 寻找 它 对 应 的 泛 函 就 是 
变 分 反问 题 . 求解 变 分 反问 题 时 , 需要 先 判断 给 定 的 微分 方程 是 否 是 某 
个 泛 函 极 值 问题 的 Euler-Lagrange 方 程 , 如 果 是 , 然后 给 出 它 对 应 的 泛 
PR. 

判断 一 个 微分 方程 是 否 是 Euler-Lagrange WH, 就 是 看 它 对 应 的 
导数 算 子 是 否 是 势 算 子 . 我 们 在 第 三 章 给 出 了 Euler-Lagrange 方程 的 
判别 准则 : 如 果 一 个 微分 方程 满足 对 称 条 件 , 则 它 是 Euler-lagrange 方 
fà. 本 章 我 们 引用 第 三 章 的 方法 来 讨论 Maxwell 方程 的 对 称 性 . 

考虑 一 个 映射 ш: RI? 一 Re FÉ k 阶 泛 函 . 具体 地 就 Maxwell 
方程 来 说 , u = (Hi, H>, Hs, E), E2, Ез). 这 里 R 是 一 个 1+3 维 的 
时 - 空 区 域 , 其 局 部 坐标 为 (21,22, 23, 74), 其 中 z, = t. RS 是 目标 空 
间 , 用 局 部 坐标 表示 为 u = (ul,---,u®), 把 空间 Т.В x TERI 记 为 
R. 一 个 Lagrange 泛 函 通过 Lagrange 因子 工 来 定义 . 假设 Lagrange 
因子 г 是 定义 在 空间 RW3 x R9 xA 上 的 光滑 函数 , 也 可 以 说 二 是 定 
义 在 空间 R1? x RŠ 的 切 从 上 的 光滑 函数 , 切 从 的 纤维 (т, ш) 等 价 于 
R. 所 以 Lagrange 泛 函 就 可 以 定义 为 如 下 形式 : 


oa | Щгу,и'(ж), ui (в), (8.1.1) 
вз 
此 处 w 表示 R? 上 的 4 形式 , ui = = (v = 1,… ,k). 我们 
жуд 
ХЕ Ж ҖЕН) Legendre 变换 
af = рр Ме»), чш). (8.1.2) 


由 这 个 变换 可 导出 定义 在 多 辛 流 形 R x R9 х 9 上 的 Hamilton PR 
RH: 


(а, u (m), n7) = пуш, — L(z;, ut (a), ш,(ж)). (8.1.3) 
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现在 具体 地 考虑 非 均 匀 、 各 向 同性 、 无 损耗 的 介质 中 的 Maxwell 
方程 
до +УхЕ=-К, 


дї 
дЕ 
-Vx Heg = =4, 


(8.1.4) 


JEH E = (Ey, E>, Es)T 是 电场 强度 , Н = (Hi, H>, Hs)T 是 磁场 强度 ， 
< 是 介 电 常数 , и 是 介 磁 常数 (在 这 里 我 们 认为 = 和 / 都 是 关于 时 间 
和 空间 变量 的 函数 ), J 是 外 加 电流 密度 , K 是 外 加 磁 流 密 度 . 

&Z=2(2,y,2,t) 是 场 向 量 , 它 包 括 电 场 强度 E 和 磁场 强度 Н 
两 个 分 量 , 也 就 是 说 Z 是 一 个 六 维 向 量 , 写成 


Z = (Hi, H>, Hs, E), Ез, Es)", (8.1.5) 


也 可 将 它 简 单 地 记 为 Z = (HT, ET)T. B4 F = F(z,y,z,t) 是 由 外 
加 电流 J 和 外 加 磁 流 K 组 成 的 源 向 量 (J7, КТ), 则 方程 组 (8.1.4) 
可 以 写成 下 面 的 形式 : 


G-Z=F, (8.1.6) 
这 里 G 是 一 个 算 子 矩 阵 : 
s= [7 Bie (8.1.7) 
wo, Vx 
其 中 G 的 每 一 个 元 素 都 是 一 个 三 阶 算 子 矩阵 , 其 中 
on е. 
К Oz g à 0 0 
Vx à 0 cx =] O a OF. (818) 
д д 0 0 0 à 
E 


显然 , 矩阵 G 的 每 一 个 元 素 都 是 一 个 线性 算 子 , 我 们 称 这 种 矩阵 为 线 
性 的 . 我 们 在 第 三 章 定义 了 算 子 矩阵 的 微分 . 由 定义 知道 , 对 于 线性 算 
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TER G, 它 的 微分 算 子 矩阵 G' 一 定 等 于 它 本 身 . шй == 
算 子 定义 知道 , 矩阵 G HIE EE 


G^ = (Vx)? ед, +: (8.1.9) 
-pð p (Vx) J' n 


其 中 e; = aI, = ul. 

如 果 方 程 (8.1.4) 改写 成 (8.1.6) 式 的 形式 后 满足 条 件 GT = С^, 
则 称 方程 (8.1.4) 的 (8.1.6) 形式 是 对 称 的 . 此 时 必须 有 е = и, 并 且 两 
个 系数 不 能 依赖 时 间 变 量 t. 真空 中 的 Maxwell 方程 显然 满足 这 个 条 
fk, 所 以 说 它 的 (8.1.6) 形式 是 对 称 的 . 

因为 (8.1.6) 形式 是 对 称 的 , 从 而 对 应 一 个 Lagrange ZZ PR 


m ЩН, E, Hi, Ei)w, (8.1.10) 
L-;H, vxHyi ЩЕ, V x E) 
E; E) — (H, AD, K). 


我 们 知道 , 对 于 同一 形式 的 (8.1.6) sh, Lagrange 函数 并 不 唯一 , 还 
有 其 他 类 似 的 Lagrange 函数 , 比如 


ht HD Vx Е) ІН, Е) 
2 2 2. 

i (8.1.11) 

«5e (H« E) - (H.J) + (E,K), 


命题 8.1.1 35 w= u(z,y,z) = e(z,y,z) = 时 ,以 形式 (8.1.4) 
表示 的 Maxwell 方程 (8.1.4) 是 Lagrange 函数 (8.1.10) 和 (8.1.11) 对 
应 的 变 分 问题 的 Euler-Lagrange 2 42. 

命题 由 第 三 章 的 定理 3.1.1 即 可 证 得 . 

现在 考虑 方程 (8.1.4) 的 另外 一 种 形式 : 
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因为 矩阵 G, 仍然 是 线性 算 子 , 所 以 它 的 微分 算 子 矩阵 等 于 它 本 身 , 它 
HSE TERE 


A+ Lyx)? 8, 
СҮ = © 1 ; (8.1.13) 
—8, B+ Pa 


这 里 A Al BABE И: 


(8.1.14) 


d 1 
hi 3 Hi > 
因此 若 要 满足 对 称 条 件 GT = Gir, 参数 = 和 j 必须 不 依赖 于 时 间 变 


Ht t, 并 且 不 能 等 于 零 . 这 样 我 们 得 到 系统 (8.1.4) 的 另 一 个 Lagrange 
函数 


1 1 
Ia = g (HV x H) + 5-(E,V x E) 
-(H,E) - =(H,J) $ Е, K). (8.1.15) 


命题 8.1.2 3 p= р(х,у,2) #0, He = e(z,y,z) Z0 В}, 以 形 
X (8.1.12) 表示 的 Maxwell 方程 (8.1.4) 是 Lagrange 函数 (8.1.15) 对 
应 的 变 分 问题 的 Euler-Lagrange 方程 . 

命题 同样 可 由 第 三 章 的 定理 3.1.1 证 得 . 

从 形式 上 来 看 , Lagrange 函数 L, 和 工 除 了 参数 ЯП 的 位 置 不 
同 之 外 , 差别 不 大 . 但 是 事实 上 , 因为 对 介 电 常 数 和 磁 导 率 的 约束 条 件 
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不 同 , 使 得 Lo 和 工 是 针对 不 同 的 系统 得 来 的 , 由 它们 定义 的 泛 函 极 值 
问题 也 是 对 不 同 的 物理 现象 的 替代 描述 . 

以 上 给 出 的 Lagrange 函数 都 是 一 阶 的 , 从 而 泛 函 极 值 问题 对 应 的 
Euler-Lagrange 方程 也 只 有 一 阶 , AHAHHH Legendre 变换 求 出 它 的 
J Seah t RV PLAY, 比如 我 们 关于 L RARE et, 得 到 


Ola — 1 
OVxH 2c `` 
OL) _ 1 
EB iP (8.1.16) 
д — 
SE 


显然 , OR ASE Peo t FE OR AY Et EE UL TBR, 这 是 没有 
意义 的 . 事实 上 , ҖЕ Legendre REMUS PE Н, 使 得 
原来 的 Euler-Lagrange 方程 得 以 降低 阶 数 , 变 成 一 个 一 阶 的 Hamilton 
方程 . 因此 , 对 于 一 个 本 身 就 是 一 阶 方程 的 系统 来 说 , 假如 它 是 Euler- 
Lagrange 方程 , 也 就 是 说 它 是 对 称 的 , 那么 只 有 两 种 结果 , RACE 
经 是 一 个 Hamilton 方程 , 要 么 它 就 是 非 自 治 的 Birkhof 方程 ， 方 程 
(8.1.4) 就 是 Hamilton 方程 . 
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从 上 一 节 的 讨论 知道 , 当 c 和 满足 一 定 条 件 时 , Maxwell 方程 
是 对 称 的 , 又 因为 它 是 一 阶 方程 , 所 以 它 本 身 就 是 一 个 Hamilton 形式 . 
但 是 , 当 e 和 ,不 满足 命题 8.1.1 和 命题 8.1.2 的 条 件 时 , Maxwell 方程 
(8.1.4) 可 能 是 不 对 称 的 . 对 于 不 对 称 的 一 阶 方程 , 我 们 采取 引进 势 函 
数 的 办 法 , 使 它 变 成 一 个 对 称 的 高 阶 方程 . 引进 势 函 数 使 方程 (8.1.4) 
变 成 一 个 二 阶 对 称 方程 , 便 可 以 找到 二 阶 Lagrange 函数 , 再 通过 Leg- 
endre 变换 对 方程 进行 降 阶 , 可 得 到 和 原 方程 等 价 的 一 阶 Hamilton 形 
式 . 

引进 两 个 向 量 势 函数 U = (Ui, U2, Us) 和 V = (Vi, Va, Va)", 使 得 
U, = E , V, = H. © Z = (V, Vz, Va Ui, U2, U3)". 方程 (8.1.4) 可 以 
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改写 为 如 下 形式 : 
Go-Z=F, (8.2.1) 
其 中 


2 
Gi ид V x и КРОЈ, 
-Vx& ед; 


因为 矩阵 Go 也 是 线性 的 , 所 以 有 С = Go. WR e A 不 依赖 时 间 
变量 t, 那么 很 显然 G, ASHEN. 这 时 对 应 的 Lagrange 函数 为 
1 
L(V,U) = LI < [V,U], Go(AZ) > алау 
= (бум + gv v x và + ge Uu) 
-3(U,V xVi)+UTI + үтк) dv 
= [ Cv) - 5v v x U) - e o) 
+107, V x V) -UTJ - VT K +div Р) dV, (8.2.2) 
其 中 X 是 віз 的 一 个 开 子 集 , div P 是 任意 散 度 函 数 . 


命题 8.2.1 3 efo pu RRKT tt, 方程 (8.2.1) 是 变 分 问 
题 (8.2.2) 的 Euler-Lagrange 方程 . 


命题 由 第 三 章 的 定理 3.1.1 即 可 证 得 . 
对 一 个 给 定 的 Euler-Lagrange 方程 , 它 的 Lagrange 函数 在 相差 一 
个 散 度 项 div P 的 情况 下 是 唯一 的 , 所 以 我 们 取 其 中 一 个 Lagrange PR 
数 : 
L= Salvi, V) + (Va V x U) + 200,0) 
2 2 2 


50.9 xV)-UTJ-VTK. (8.2.3) 
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引进 工 的 广义 共 斩 动量 
oL 1 oL 1 1 
P= зу + SV x U, зуу 7-30 = -3E 
a e 8.2.4) 
1 oL 1 1 
Que’ eU;— SY x V, Pr p= a 


H Z xm 18 维 的 向 量 (НТ, ET, VT, UT, PT QT)T, 则 通过 下 面 的 计 
算 可 以 得 到 一 个 协 变 Hamilton 量 S(Z ): 


L aL b 
= (P,W)-(Q,U)4- ud ‚Ух “v) (xiv x v) =i 
= (P, H) + (Q, E) – JMH, B) Ж 3e(B, E) -UTJ +УТК. 

(8.2.5) 


根据 (8.2.4) 式 和 (8.2.5) 式 , 我 们 得 到 了 Maxwell 方程 (8.1.4) 的 一 个 
多 辛 Hamilton 形式 


3vxU Р-Н, svxV Q-<E, 


P, 5VxE K, Q.+1V x H = J, (8.2.6) 
V,= H, U,= E. 
把 上 面 的 方程 写成 如 下 矩阵 形式 : 
MZ, + KV x Z = VgS(Z), (8.2.7) 


Ж v x Z 表示 对 Z 的 各 个 变量 作 旋 度 , Вр 


(Vx H,V x E,V x V,V x U,V x P, Vx Q)T 


2 
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而 KV x Z 由 三 个 部 分 相 加 : 


KV x Z = KAZ, + KaZ, -- KaZ,, (8.2.8) 
这 里 矩阵 M 和 K, 分 别 是 
0 0:-0: 0..-0 0 
0 0.0 D 0D 0 
0000-I 0 
M= B 
0000 0 -I 
0 OI. O. 0 0 
00017 0 0 
i (8.2.9) 
0 0 0 574 0 0 
0 0 -3R 0-.0-0 
1 
Ki 0 一 Ri 07.50. 0.0 I 
-Ri 0 0 0 00 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0. 0 0 


而 AA 中 的 元 素 工 指 З 阶 单位 矩阵 , IC; 中 的 Ri (i = 1,2,3) 是 一 个 3 
Br EOS REB ИЕ: 


0 0-0. 1 0-10 
Rı = -1 |, Rs=| 000], &-|1 00 
0 -1 00 0 00 

(8.2.10) 


M 显然 是 反对 称 的 . 每 个 Ki 都 是 一 个 18 x 18 的 方 阵 , 它们 也 是 反 
对 称 的 . 另外 , 旋 度 算 子 为 


д д 
+ Re Эу an: 


多 辛 Bridges 形式 也 就 是 多 辛 Hamilton 形式 , 由 Bridges 等 人 首 
次 提出 . 我 们 在 第 六 章 已 将 它 推广 到 最 一 般 的 多 辛 Birkhoff ÉR. 多 


Vx Ri 2. 


Ox Еа 
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Æ Hamilton 形式 有 下 面 的 守恒 律 : 
беу x & — 0, (8.2.11) 
其 中 
w= 547 AMdZ, dZ = (dZ, ,dZ>,)7, (8.2.12) 


ds x, ee E m LAE 
- (592 ^KadZ, 282 AK2dZ, 282 ure) © (Is Ky, ка). 


对 任意 两 个 n 维 向 量 函 数 p = (pi, --- pa)? Al q = (m, ,9)7, 外 
积 符号 A 表示 
dp ^ dq = Y dpi ^ dai. (8.2.13) 
i=1 
Жа (8.2.7) 有 局 部 多 辛 守恒 律 


iv x (dU лан — dV ^ dE) – Zav AdP dU лаф) = 0. (8.2.14) 


现在 我 们 再 回 过 头 去 看 上 一 节 讨 论 过 的 Maxwell 方程 的 第 一 种 形 
X. 同样 , CER e 和 不 依赖 于 时 间 变量 t, 但 不 要 求 == р. 它 可 以 
直接 写成 多 辛 Hamilton 形式 


PESSIMIS 
(RAD 
Hu Rað; als ) [4 3 (8.2.15) 


这 里 协 变 Hamilton ЖУ S = (J, H) — (K, E). 形式 (8.2.15) 的 局 部 
多 辛 守恒 律 为 


2 Ran лан + RidE AdE) + э (ган лан + R;dE A dE) 


+2 (план лан + R3dE A dE) — E лан) = 0. 
(8.2.16) 
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本 节 我 们 考虑 多 辛 Hamilton 形式 (8.2.6) 的 多 辛 算法 . 因为 系统 
(8.2.6) 包括 18 个 方程 , 是 一 个 比较 大 的 方程 组 , 如 果 考 虑 1+3 维 的 情 
况 , 计算 量 太 大 , 所 以 我 们 这 里 只 给 出 了 1+2 维 多 辛 格式 的 构造 , 并且 
假设 外 加 磁场 强度 为 零 , 即 K = 0. 对 于 K Z 0 的 情况 , 格式 的 构造 
几乎 一 样 . 此 时 旋 度 算 子 变 为 


V x Z = R.Z, + RZ. (8.3.1) 


我 们 用 中 点 格式 同时 沿 z 方向 ,y 方向 和 t+ 方向 离散 方程 组 (8.2.6), 
得 到 


k+4 ki ki ytti 
анна  “ij+} i+ġ j+ Cdklg 
R ti 1+ n d 2,2 
2h; 2h, 
_ pkti ki 
= Раа Peau 
ki 人 十 去 大 十 二 k+3 
Vo — Vege Vou aj Vii 
R i+1,j+5 ijti R i+5 5+ Và 
1 an т = 
2һь 2h, 
nhi ki 
= Qi dang ten t+ 
kl _ pk kt _ přti 
Р} PhiQi Eia LAE 
————— -R —— (8.3.2) 
T 2h; 
ki m Epi 
i+4,j+1 i+3,5 0 
ow $ 
2hy 
Qk+1 -QF 
_ ith itd iiti 
T. 
kt grhti kb _ +} 
i+l,j+4 ij+4 i+1,j+1 {+42 
ФТ ——— Et RQ TSE 
2h, 2h, 
k+1 _yk 
Em erem Vig н"? 
i+ jti’ T E45 G49? 
[7®+1 


—U* 
ith jti itiiti _ БЕН 
T t+$,5+4? 
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其 中 下 标 i 和 j 分 别 代表 z 方向 和 y 方向 的 格 点 位 置 , k 代表 时 间 方 
向 的 格 点 位 置 . 上 面 的 格式 称 为 Central box 格式 (也 称 为 Preissman 
格式 ), 它 在 相应 的 离散 空间 上 有 如 下 离散 的 多 辛 守恒 律 : 


kri ki ki ki k+1 k 
Каја С ®ты+ Кија Курја, ++ 
+ 0, 
2he 2hy T 
(8.3.3) 
kk _ ki kri ki ki 
кей = 1804 лана, - аук ЛАЕК, 


k; _ 大 十 去 ki ki kt 
кр RaQU, y; ^ dH, р; 一 RadV, V^ ^ Е, р (8.3.4) 


оваа 7 dV gag ЛАРИ р gag АУА р dE ыны: 
№ Central box 格式 消去 引进 的 变量 V,U, P AQ , 我 们 得 到 原 电 磁 
场 方程 的 一 个 多 辛 格式 


т 


hz 


Ra (Eta + 2EE + ER, – BE - 2803 - Et]? 
+E 2 зо + 2EF 2 +i + Ets; 一 Etji -2Etju 一 Eb) 
Yi (Esa +2Е о + Eiga- Ебру 2ERig- EA 
+Еў +2 + 2Еў 542 z3 Е +2 — Fhe; — 2Et1,; — Eh) 
- (Н? +2Н ы +2Н Мо АНЕ 
HBE + 251, +, + 259, + ED) 
—и(Н +» +2Н эы +2НК зо + АН, а 
+H у +2НЁ у + НЕ; +2Н л + н})), (8.3.5) 
元 Ri (Hes +2Н 2 + Hias- Hija Hij – НОР! 
+Н 22 + 2НЁ\, 541 + Hia; = Hija z 2A 41 н») 
тан зїн аныр, - HIS ану, - иір 


k k 
+HË,;+2 zh 2НЁ 712 + Hijo = Hà; -2Hii;- Hi) 
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E k+1 k+1 k+1 k+1 
=—є (Eus *2EQ.;4 +2Ё уо + АЕ зл 


к+1 kil k+1 k+1 к+1 
+Е о + QBS + ERNa;t2ERNi;tEQ ) 


+E (Еу + 2B ho +i + 2Ё зо + АЁ, уу 


+E а +2ЕК Ela; +2ЕҢ j + EL). 


我 们 给 一 个 简单 的 算 例 来 检验 格式 (8.3.5). 分 别 取 e= p= 1 MJ = 0, 
并 取 初 始 条 件 为 


Е\(т,у,0) = Jm соѕ(2л2) sin(2xy), 


E»(z,y,0) = = sin(2rz) cos(2zy), 
(8.3.6) 
H3(x,y,0) = VS eos axa) соѕ(2лу), 


Н. (2,3,0) = Ha(z, y, 0) = Es(z, y, 0) = 0, 


在 这 个 条 件 下 , 方程 的 Poynting 能 量 是 守恒 的 , 即 有 


а 0, H= n (e|E|? + u|H ?)dzdy, (8.3.7) 
dt (кл) 


同时 方程 有 一 个 二 次 局 部 能 量 守恒 律 
Sele? + p|H|?) +2V - (E x Н) = 0. (8.3.8) 


我 们 的 计算 区 域 取 为 (x,y) € (0, 1] x (0, 1]. z 方向 和 y 方向 取 同 样 的 
步 长 : h, = hy = 0.04, 时 间 步 长 取 为 + = 0.02. 图 8.3.1(a), (b) 显示 的 
是 Нз 在 时 刻 t = 1007 的 波形 , 其 中 (a) 为 精确 解 , (b) 为 数值 解 . 

我 们 还 计算 了 0 到 1000r 时 间 段 内 整体 能 量 守恒 (8.3.7) 和 局 部 
能 量 守 恒 (8.3.8) 的 误差 , 分 别 在 图 8.3.2 和 图 8.3.3 中 显示 . 计算 结果 
说 明 , 格式 (8.3.5) 同时 保持 局 部 能 量 和 整体 能 量 守恒 . 
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图 8.3.1 磁场 波形 
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图 8.3.2 整体 能 量 守恒 误差 
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图 3.3.3 局 部 能 量 守恒 误差 
884 ”更 一 般 的 Maxwell 方程 的 多 辛 Hamilton 表示 


假设 外 加 的 电流 密度 和 磁 流 密度 是 随时 间 变 化 的 向 量 函 数 , 即 
= yd K = K(z,y,2,%), 


则 Maxwell 方程 可 以 描述 为 


G'Z, + G"Z, + GZ, + G"Z, —Ё =й. (8.4.1) 


我 们 取 


(8.4.2) 
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其 中 4 二 + b= l 因为 Ge (a= tyz) 都 不 显 含 Z, 所 以 以 上 四 


€ 
个 矩阵 满足 Jacobi 恒等式 . 那么 , 根据 第 三 章 中 的 结论 , 方程 组 (8.4.1) 
是 对 称 的 充分 必要 条 件 是 


9G5, Nast ,9G$, OFs OF, 
Or ^ Oy | dz OZ, B28 


(8.4.3) 


上 面 的 条 件 即 要 求 = A и 与 空间 变量 无 关 . 系统 (8.4.1) 对 应 的 变 分 问 
题 的 作用 泛 函 仍然 可 以 表示 为 88.2 中 的 Lo, 所 不 同 的 是 此 时 的 J, K 
是 时 - 空 变量 的 函数 . 这 时 的 方程 组 (8.4.1) 就 是 第 三 章 中 指出 的 特殊 
的 多 辛 Hamilton 系统 . 这 类 Hamilton 系统 的 协 变 Hamilton 函数 不 显 
含 未 知 函数 , 仅 显 含 自 变量 , 而 它 在 不 同 的 时 间 和 空间 方向 上 的 辛 结构 
却 是 显 含 自 变量 的 , 这 种 多 辛 结构 显 含 自 变量 的 情形 又 分 为 两 种 情况 : 
一 种 是 每 个 自 变量 方向 上 的 辛 结构 显 含 除 本 方向 以 外 的 自 变量 ; 另 一 
种 是 各 个 方向 的 辛 结构 因为 显 含 自 变 量 而 产生 的 耗 散 项 正好 互相 抵消 
Т. 所 以 , 这 里 若 = ЖП 不 依赖 于 空间 变量 , 那么 Maxwell 方程 (8.4.1) 
就 属于 第 一 种 特殊 的 Hamilton 系统 . 假如 和 и 依赖 于 空间 变量 , JE 
么 只 要 它们 可 以 表示 为 


f(x,y, z) f(x,y, 2) 
тае е" 


则 Maxwell 方程 就 属于 第 二 种 特殊 的 Hamilton 系统 , 它 仍然 可 用 表达 
式 (8.4.1) 表示 , 其 中 


e-( 0 gue 
f(z,y, za) 0 i 


С° = a(t)Ra п , @=2,y,z. 
0 MR. 


从 这 个 多 辛 形式 出 发 我 们 就 可 以 研究 方程 组 的 多 辛 几何 以 及 多 辛 算法 
T. Sep 以 及 外 加 电场 和 磁场 都 与 Н 和 E 有 关 时 , 也 可 以 类 似 讨 
论 对 应 的 电磁 场 方程 的 Hamilton 多 辛 结构 和 Birkhof 多 辛 结构 . 


(8.4.4) 


(8.4.5) 
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